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Re´sume´
L’objet de ce me´moire consiste en l’analyse d’une proposition re´cente, avance´e par C.C.Barros,
selon laquelle les interactions non gravitationnelles peuvent affecter la me´trique de l’espace-
temps de fac¸on analogue a` la gravite´. En effet, dans le contexte de la solution de Schwarz-
schild, l’atome d’hydroge`ne est de´crit de fac¸on tout a` fait ine´dite : au lieu d’adopter la
de´marche habituelle pour de´crire l’e´lectron sous l’action du potentiel coulombien en uti-
lisant le couplage minimal, l’interaction ” proton-e´lectron ” est plutoˆt incorpore´e dans la
me´trique. Dans le cadre de cette approche, nous retrouvons dans ce me´moire les e´quations
pre´vues par la the´orie de Dirac a` la limite des faibles potentiels. Au terme de notre analyse,
nous affirmons que, contrairement a` ce qui est avance´ par Barros en pre´tendant apporter
une correction insignifiante aux niveaux de l’e´lectron, cette nouvelle approche a le me´rite
de reproduire exactement le spectre relativiste de la the´orie de Dirac. Ces re´sultats specta-
culaires nous interpellent et nous incitent a` nous poser des questions sur le roˆle du Principe
d’Equivalence dans les fondements de la the´orie de la Relativite´ Ge´ne´rale.
Abstract
The subject of this dissertation consists in analyzing a recent proposition, advanced by
C.C.Barros, in which the non gravitational interactions can affect the space-time metric
as in gravity. In fact, in the context of the Schwarzschild solution, the hydrogen atom is
described in a completely new way : instead of following the usual approach to describe
the electron under the Coulomb potential by using the minimal coupling, the ”proton-
electron” interaction is rather incorporated in the metric. In this context, we reproduce in
this dissertation the same equations as predicted in Dirac theory for the weak potential
approximation. Contrary to the statement made by Barros, claiming that he brought an
insignificant correction to the electron levels, at the end of our analysis, we assert that
this new approach has the merit of reproducing the relativistic spectrum as known in the
Dirac theory. These spectacular results incite us to wonder about the role of the Principle
of Equivalence in the foundations of the general theory of relativity.
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Chapitre 1
Introduction
La the´orie de la relativite´ ge´ne´rale et la me´canique quantique sont incontestablement
les piliers les plus importants de la physique du 20eme sie`cle.
A` la fin du 19eme sie`cle re´gnait une telle satisfaction des avance´es de la physique, que la
plupart des e´minents physiciens pensaient que l’e´difice de la physique e´tait presque acheve´,
et qu’il ne restait que quelques petits proble`mes, qui devaient eˆtre rapidement surmonte´s.
Cependant, ce grand climat de satisfaction n’a pas empeˆche´ des esprits critiques, tel Ein-
stein et Planck, de de´celer deux se´rieux proble`mes qui consistent, d’une part, en l’expe´rience
ne´gative de Michelson et Morley, et d’autre part, au profond de´saccord entre l’expe´rience et
la courbe the´orique de Rayleigh-Jeans dans le domaine ultraviolet. Le me´rite de ces grands
physiciens consiste d’abord en la constatation de la faillite de la physique de l’e´poque face
a` ces deux proble`mes, et ensuite en la proposition de solutions ine´dites qui vont donner
par la suite naissance aux the´ories de la relativite´ ge´ne´rale et de la me´canique quantique.
La relativite´ a connu deux grandes e´volutions.
La premie`re est la relativite´ restreinte [1], qui est applicable a` des re´fe´rentiels d’inertie
anime´s de mouvements rectilignes et uniformes les uns par rapport aux autres ; c’est une
the´orie qui repose sur deux postulats [2], e´nonce´s par A. Einstein en 1905 :
– L’invariance de la vitesse de la lumie`re dans tous les re´fe´rentiels d’inertie.
– La covariance des lois de la nature au passage d’un re´fe´rentiel d’inertie a` un autre.
La the´orie de la gravitation de Newton ne re´pond pas aux exigences de la relativite´
restreinte. En effet, la formulation de Newton repose sur une hypothe`se implicite, selon
laquelle l’influence gravitationnelle qui s’exercerait entre deux masses est instantane´e [3].
Ceci est en contradiction avec l’un des principes fondamentaux de la relativite´ restreinte,
ou` on conside`re la vitesse de la lumie`re comme la vitesse limite de la propagation d’une
information quelconque [2]. Par contre, la the´orie e´lectromagne´tique de Maxwell e´tait en
parfait accord avec la relativite´ restreinte. L’analogie frappante entre la loi de Newton et
la loi de Coulomb a oriente´ les physiciens a` tenter de rendre conforme la gravitation a` la
relativite´ restreinte, a` travers l’ajout d’un nouveau champ qui jouerait un roˆle analogue au
champ magne´tique dans la the´orie de Maxwell [3]. Toutes les tentatives, propose´es dans
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ce sens, ont e´choue´. Einstein a compris qu’il ne fallait pas chercher a` rendre conforme
la the´orie de la gravitation newtonienne a` la relativite´ restreinte, mais qu’il fallait plutoˆt
ge´ne´raliser la relativite´ a` tous les re´fe´rentiels, quels que soient leurs e´tats de mouvements.
Ainsi la relativite´ restreinte serait un cas particulier de cette nouvelle the´orie, applicable
dans le cas ou` le champ gravitationnel est tre`s faible, voir inexistant.
La seconde e´tape est donc la relativite´ ge´ne´rale. C’est une œuvre exclusive d’Einstein,
se basant sur un postulat fondamental selon lequel : “Toutes les lois de la nature prennent
la meˆme forme dans tous les re´fe´rentiels, quels que soient leurs e´tats de mouvement”.
La relativite´ ge´ne´rale de´crit la gravite´ dans un cadre ge´ome´trique, en reliant le champ
gravitationnel a` la courbure de l’espace-temps . Cette relation est une conse´quence du
postulat d’e´quivalence e´nonce´ par Einstein en interpre´tant convenablement l’e´galite´ des
masses gravitationnelle et d’inertie.
Alors qu’on disposait d’une description the´orique cohe´rente de la structure du monde
a` grande e´chelle, il fallait en faire de meˆme pour explorer l’infiniment petit. La pe´riode qui
s’e´tend entre 1920 et 1933 marque l’une des plus belles conqueˆtes de la physique moderne :
la me´canique quantique fait son apparition [4]. C’est une discipline qui vise a` explorer la
matie`re jusqu’a` son niveau le plus infime. A` cette e´chelle, l’intuition humaine, base´e sur une
expe´rience journalie`re a` l’e´chelle macroscopique, est de´sormais inope´rante ; ce qui a conduit
ne´cessairement la me´canique quantique a` s’appuyer sur des principes ine´dits, comme par
exemple :
– La quantification de l’e´nergie,
– La dualite´ onde-corpuscule,
– Le principe d’incertitude d’Heisenberg,
– Le principe de correspondance ...
L’e´laboration de la me´canique quantique a connu des e´pisodes tre`s mouvemente´s et a
vu l’e´mergence de deux grandes tendances d’interpre´tations.
L’interpre´tation de l’e´cole de Copenhague. Les partisans de cette e´cole proˆnent une
description probabiliste et renoncent de´finitivement a` une description causale des proces-
sus a` l’e´chelle quantique [5]. Au lieu de cela, tout e´tat d’un corpuscule ou d’un syste`me
doit pouvoir, a` tout instant, eˆtre repre´sente´ par une fonction d’onde, de carre´ sommable,
dont l’e´volution est de´termine´e par l’e´quation de Schro¨dinger ; le carre´ du module de cette
fonction d’onde est interpre´te´ comme la probabilite´ pour qu’une observation permette de
localiser le corpuscule en question [6]. On introduit dans cette the´orie un formalisme ou`
les variables cine´matiques et dynamiques de la me´canique classique sont remplace´es par
des symboles soumis a` une alge`bre non commutative [5]. De´sormais, des observations faites
simultane´ment, au cours de la meˆme expe´rience, ne peuvent jamais nous permettre d’avoir
sur les grandeurs canoniquement conjugue´es, lie´es a` un corpuscule, des connaissances plus
pre´cises que ne le permettent les ine´galite´s d’Heisenberg [6]. L’origine de cette limitation
fondamentale des connaissances accessibles par expe´rience n’est pas due a` une limitation de
pre´cision des appareils de mesure, mais trouve son origine profonde dans l’existence meˆme
du quantum d’action. Le processus de mesure acquiert une place tre`s importante dans
la the´orie quantique, du fait de l’impossibilite´ d’effectuer une mesure sans la provocation
d’une perturbation incontroˆlable du syste`me conside´re´ [5] ; une inde´termination intervient
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au moment de la mesure de sorte que son issue n’est pas certaine. De´sormais, on ne peut
qu’e´valuer les diffe´rentes probabilite´s susceptibles d’eˆtre prises par la grandeur mesure´e.
Cette de´marche de pre´vision a e´te´ pleinement ve´rifie´e expe´rimentalement, par contre
les fondements philosophiques d’une telle version sont conteste´s par certains physiciens, tel
Einstein, De Broglie. . ., notamment le fait de de´finir l’e´tat quantique uniquement sur les
informations accessibles par l’expe´rience. Ceci a conduit a` nier l’existence d’une grandeur
avant sa mesure : c’est la mesure qui cre´e´ la valeur ; ainsi il est impossible d’attribuer une
trajectoire a` une particule. Elle ne peut avoir que des localisations isole´es sans positions
interme´diaires [6].
Les partisans d’une interpre´tation de´terministe tentent de reformuler la version actuelle
de la me´canique quantique qui ne cherche plus a` de´crire les faits, mais seulement a` les
pre´voir. Einstein en particulier a affirme´ plusieurs fois que la version actuelle de la the´orie,
qui est parfaitement exacte dans ses pre´visions, ne serait que l’aspect statistique d’une
repre´sentation plus profonde qui re´tablirait l’existence d’une re´alite´ objective [6] ; re´alite´
qui doit eˆtre inde´pendante de nos connaissances. Les tentatives les plus significatives visant
a` la construction d’une me´canique quantique de´terministe sont :
1. La the´orie de l’onde pilote [6], dans laquelle L. de Broglie e´met l’hypothe`se qu’un
corpuscule est astreint a` suivre l’une des lignes de courant de Madelung, correspon-
dant a` la propagation des fonctions d’ondes de la me´canique quantique selon une
repre´sentation hydrodynamique. L’argument majeur contre cette the´orie est la vo-
lonte´ d’aboutir a` une description causale du mouvement d’un corpuscule en le faisant
de´pendre d’une onde qui se propage dans un espace abstrait de configuration et non
dans un espace physique ; onde qui subit, de plus, une profonde modification de
structure lors d’une mesure.
2. La the´orie de Bohm[7, 8], qui reprend la forme de la fonction d’onde de la the´orie
pre´ce´dente, en la remplac¸ant dans l’e´quation de Schro¨dinger, ce qui conduit d’une
part a` une e´quation de continuite´ du fluide de probabilite´, et d’autre part a` une
e´quation dite d’Hamilton-Jacobi quantique qui ne diffe`re de l’e´quation classique que
par un nouveau terme : le potentiel quantique qui s’ajoute au potentiel classique et
qui expliquerait les effets quantiques. Cette the´orie pre´sente un proble`me dans le cas
des fonctions d’ondes re´elles, pour lesquelles on pre´voit des vitesses nulles pour les
particules.
3. L’approche de Floyd [9, 10, 11, 12, 13], de´veloppe´e dans un espace a` 1 dimension
et dans un re´gime stationnaire, ou` il propose de maintenir la forme des fonctions
d’ondes complexes et d’utiliser une nouvelle forme, trigonome´trique, pour les fonc-
tions d’ondes re´elles. Il retrouve l’e´quation d’Hamilton-Jacobi quantique, qui est une
e´quation diffe´rentielle non line´aire d’ordre 3, pour laquelle il propose une solution
construite par deux solutions re´elles et inde´pendantes de l’e´quation de Schro¨dinger
correspondante. De plus, il propose l’utilisation de la proce´dure classique, base´e sur
le the´ore`me de Jacobi, pour retrouver les trajectoires admissibles (trajectoires de
Floyd). Dans le cas des e´tats lie´s, il pre´voit l’existence d’e´tats possibles, appele´s
micro-e´tats, que la fonction d’onde ne de´tecte pas. Il conclut ainsi que la fonction
9
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d’onde de Schro¨dinger ne de´crit pas de fac¸on exhaustive les syste`mes physiques.
L’approche de Floyd comporte certaines insuffisances, telles l’utilisation de formes
diffe´rentes de fonctions d’ondes selon les cas, l’utilisation du the´ore`me de Jacobi,
utilise´ classiquement pour une e´quation d’Hamilton-Jacobi d’ordre 1, et surtout la
de´pendance des trajectoires du choix mathe´matique des solutions de l’e´quation de
Schro¨dinger lors de la re´solution de l’e´quation d’Hamilton-Jacobi quantique.
4. Le postulat d’e´quivalence de Faraggi et Matone [14, 15, 16], qui ressemble e´trangement
au postulat fondamental de relativite´ ge´ne´rale, stipule qu’il est toujours possible de
connecter deux e´tats quantiques diffe´rents par des transformations de coordonne´es.
Dans le cadre de ce postulat, on retrouve l’e´quation d’Hamilton-Jacobi quantique,
mais avec une forme unifie´e de la fonction d’onde. On retrouve aussi la quantifi-
cation de l’e´nergie et on explique l’effet tunnel sans passer par une interpre´tation
probabiliste, ce qui rend cette piste l’une des plus prometteuses dans l’effort d’une in-
terpre´tation de´terministe de la me´canique quantique. Farragi et Matone maintiennent
toujours les trajectoires de Floyd, obtenues par une utilisation a priori non justifie´e du
the´ore`me de Jacobi. De nouvelles propositions d’obtention de trajectoires quantiques
ont e´te´ avance´es a` l’universite´ de Be´jaia [17, 18, 19, 20, 21, 22].
La physique actuelle connaˆıt une course vers l’unification des quatre interactions fon-
damentales. Le proble`me majeur qui bloque ce grand projet est la re´conciliation de la
relativite´ ge´ne´rale qui de´crit la gravite´ en terme ge´ome´trique de la structure de l’espace-
temps, et de la me´canique quantique, qui de´crit les interactions : e´lectromagne´tique, forte
et faible. Une e´tape interme´diaire a e´te´ effectue´e, dans ce sens, par Dirac en formulant sa
the´orie base´e sur l’espace-temps plat de la relativite´ restreinte. Avec cette formulation, le
spin et les antiparticules apparaissent de fac¸on naturelle dans la the´orie. Par contre cette
the´orie n’est pas valable dans le cas ou` re`gne un champ gravitationnel intense. Plusieurs
auteurs ont essaye´ de quantifier la gravite´ sans succe`s du fait de l’apparition de proble`mes
insurmontables, notamment l’impossibilite´ de re´duire les infinite´s (the´ories non renormali-
sables).
Les raisons profondes de cet e´chec trouvent leurs origines dans le fait que ces deux
the´ories s’appuient sur des conceptions philosophique tre`s diffe´rentes ; la premie`re est une
the´orie de´terministe, alors que la seconde est essentiellement probabiliste, d’ou` l’inte´reˆt de
l’e´laboration d’une the´orie de´terministe de la me´canique quantique.
Le sujet de ce me´moire consiste en l’analyse d’une proposition re´cente, avance´e par
C.C.Barros [23, 24, 25, 26], qui stipule que, d’une fac¸on analogue a` l’interaction gravi-
tationnelle, les autres interactions peuvent aussi se manifester a` travers les proprie´te´s de
l’espace-temps. L’ide´e fondamentale consiste a` de´crire une particule dans une re´gion plonge´e
dans un potentiel (non gravitationnel), a` syme´trie sphe´rique, qui affecte la me´trique de
l’espace-temps et les effets de la me´trique dans ce domaine subatomique seront e´tudie´s.
Ce me´moire est organise´ comme suit :
– Le second chapitre est un rappel sur les ide´es de base de la the´orie de la relativite´
ge´ne´rale.
– Le troisie`me chapitre est consacre´ a` la description d’une particule e´voluant dans
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un espace courbe et soumise a` un potentiel affectant la me´trique de Schwarzschild.
Dans un premier temps, l’analyse vectorielle en coordonne´es curvilignes va nous per-
mettre d’e´tendre le principe de correspondance a` un espace courbe. En second lieu,
on de´termine les principales grandeurs dynamiques relatives a` un corpuscule, dans la
me´trique de Schwarzschild, a` savoir : l’e´nergie, les impulsions, l’expression de l’inva-
riant relativiste, et surtout on e´tablit un lien entre le potentiel (non gravitationnel)
et la structure de l’espace-temps a` travers l’expression du coefficient de structure
ξ(r) . La combinaison de tous ces re´sultats va permettre de de´finir les ope´rateurs
(E,−→p ,−→p 2), indispensables a` l’e´laboration d’e´quations d’ondes quantiques dans un
espace courbe.
– Le quatrie`me chapitre consiste en la proposition d’e´quations d’ondes quantiques pour
des particules de spin 0 et 1/2, dans un espace courbe re´pondant a` une me´trique de
Schwarzschild. De plus, une me´thode de re´solution de ces e´quations, base´e sur la
se´paration des variables, au re´gime stationnaire est de´veloppe´e.
– Dans le cinquie`me chapitre, une application a` l’atome d’hydroge`ne est envisage´e.
Cette application va permettre d’une part d’illustrer la the´orie, et d’autre part de
ve´rifier sa validite´, a` travers une comparaison de ces implications avec les re´sultats
bien connus en me´canique quantique habituelle.
– Le dernier chapitre est consacre´ a` la discussion des re´sultats.
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Chapitre 2
Rappels sur la the´orie de relativite´
ge´ne´rale
Le pre´sent chapitre est un rappel sur la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale. Il ne sera
question, ici, que du contenu physique de la the´orie, et aucun de´veloppement du cadre
mathe´matique n’est envisage´. L’attention sera porte´e sur les points suivants :
– La ne´cessite´ d’e´tendre le principe de relativite´ a` tous les re´fe´rentiels, quels que soient
leurs e´tats de mouvements.
– Les postulats d’e´quivalence et de relativite´ ge´ne´rale.
– La ne´cessite´ d’un cadre non-euclidien de l’espace-temps.
2.1 Difficulte´s de de´finir un re´fe´rentiel d’inertie
Le principe de relativite´ restreinte permet d’affirmer que les lois ge´ne´rales de la nature
ont exactement la meˆme forme, pour tout re´fe´rentiel en mouvement relatif uniforme par
rapport a` un re´fe´rentiel d’inertie.
Il est e´vident que ce principe s’appuie sur une existence pre´alable d’un re´fe´rentiel d’iner-
tie. La discussion qui suit, souleve´e par Einstein [27], permet de montrer que la de´finition
d’un tel re´fe´rentiel d’inertie n’est pas e´vidente. Pour ce faire, examinons comment est de´fini
ce re´fe´rentiel en me´canique classique.
De´finition 2.1. Un re´fe´rentiel d’inertie est un syste`me de coordonne´es dans lequel un
corps qui ne subit aucune force exte´rieure, se meut de fac¸on rectiligne et uniforme.
Que signifie l’expression : “ne subit aucune force exte´rieure” ?
Un corps qui n’est pas soumis a` une force exte´rieure ne subit aucune acce´le´ration
(loi fondamentale de dynamique), c’est a` dire que sa vitesse ne varie pas au cours du
temps. Donc l’expression entre guillemets signifie tout simplement que le corps se meut
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uniforme´ment dans le syste`me de coordonne´es. Il est clair que la de´finition pre´ce´dente com-
porte une ambigu¨ıte´ implicite, due a` une e´quivalence entre la condition et la conse´quence
de la proposition.
Comment e´liminer toutes les influences exte´rieures sur notre corps ?
Ce cas de figure pourrait s’obtenir, dans la pratique, si nous pouvons nous e´loigner
assez de tous les corps mate´riels pour nous libe´rer de toute interaction. Ne´anmoins, cette
proce´dure ne permet” que de re´duire ces influences exte´rieures, sans pour autant les e´liminer
comple`tement. Pour une e´limination totale des ces influences, il faut e´liminer tous les
corps, de sorte qu’il ne reste dans l’univers qu’un seul corps, formant notre syste`me de
coordonne´es. En re´solvant le proble`me d’e´limination des forces exte´rieures, on cre´e un autre
proble`me, car parler du mouvement d’un seul corps dans l’univers est une aberration, vu
le caracte`re relatif de la notion de mouvement.
Cette petite discussion a re´ve´le´ l’existence d’un certain nombre de difficulte´s d’ordre
pratique pour de´finir un re´fe´rentiel d’inertie, susceptible de servir comme cadre pour des
lois physiques de´crivant la nature.
2.2 Les re´fe´rentiels acce´le´re´s par rapport a` un re´fe´rentiel
d’inertie
Attirons l’attention sur un autre proble`me qui a interpelle´ Einstein et qui se re´sume
comme suit.
Pour la description physique des e´ve´nements de la nature, en relativite´ restreinte, aucun
re´fe´rentiel se de´plac¸ant uniforme´ment par rapport a` un re´fe´rentiel inertiel ne se distingue
de l’autre, ils sont tous valables et e´quivalents pour servir de cadre a` l’e´tablissement des
lois de la physique.
La validite´ du principe de relativite´ n’e´tait admise que pour cette classe restreinte de
re´fe´rentiels. Mais qu’en est-il des re´fe´rentiels acce´le´re´s ou dote´s de mouvements quelconques
par rapport a` un re´fe´rentiel d’inertie ? Est-il possible de formuler les lois de la physique de
telle manie`re qu’elles soient valables pour tous les syste`mes de coordonne´es, sans aucune
exception quant a` leurs mouvements relatifs ?
2.3 Re´fe´rentiels acce´le´re´s et mouvement absolu
Les corps acce´le´re´s acquie`rent des proprie´te´s me´caniques diffe´rentes des corps non
acce´le´re´s, ceci est duˆ a` l’apparition des forces a` caracte`re inertiel. Illustrons ce propos
par un exemple [28].
Tant qu’un passager est transporte´ dans un bus effectuant un mouvement uniforme, il
ne remarque rien. Il peut tout aussi affirmer que le bus est au repos alors que des immeubles,
situe´s au bord de la route, sont en mouvement, comme il peut affirmer que le bus est en
mouvement alors que les immeubles sont au repos. Mais de`s que le conducteur freine, le
passager se trouve projete´ vers l’avant, ce qui le pousse a` attribuer au mouvement non
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uniforme une espe`ce de re´alite´ absolue. Il affirmera qu’il est en mouvement alors que les
immeubles sont au repos.
On est oblige´ d’admettre que le cours des e´ve´nements n’aurait pas e´te´ le meˆme si le bus
avait poursuivi uniforme´ment sa route. Le fait que le syste`me (bus) perde son caracte`re
galile´en, suite a` une acce´le´ration, n’e´chappe pas au passager. C’est pourquoi, il paraˆıt
impossible que les deux syste`mes, uniforme et acce´le´re´, soient e´quivalents pour de´crire les
lois de la me´canique.
Est-il possible de construire une physique re´ellement relativiste, valable pour tous les
syste`mes de coordonne´es, une physique ou` il n’y aurait plus de place pour le mouvement
absolu, mais seulement pour le mouvement relatif ?
La the´orie de la relativite´ ge´ne´rale se propose de formuler les lois de la physique pour
n’importe quel syste`me de coordonne´es, contrairement a` la relativite´ restreinte qui n’admet
pour cadre, afin d’exprimer les lois de´crivant la nature, que les re´fe´rentiels inertiels.
Les lois physiques valables pour n’importe quel syste`me de coordonne´es doivent se
re´duire, dans le cas spe´cial de syste`me inertiel, aux lois de´ja` formule´es en relativite´ res-
treinte. Ainsi la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale doit, en principe, englober la the´orie de la
relativite´ restreinte.
2.4 Identite´ des masses inertielle et gravitationnelle
2.4.1 Masse d’inertie
C’est une grandeur qui exprime la capacite´ d’un corps a` re´sister a` toute modification de
son e´tat de mouvement, dans lequel il se trouve ; elle nous renseigne sur la plus ou moins
facilite´ avec laquelle un corps re´pond a` l’appel d’une force exte´rieure.
En soumettant, par exemple, deux corps diffe´rents, initialement au repos, a` la meˆme
force exte´rieure, le corps le plus massif va manifester une plus grande opposition a` la
modification de son e´tat dynamique (repos) et va acque´rir une vitesse moins importante
que le corps de petite masse.
La masse d’inertie intervient dans la 2eme lois de Newton :
−→
F = m−→a . (2.1)
2.4.2 Masse gravitationnelle
C’est une grandeur qui exprime la capacite´ d’un corps a` interagir avec un autre lors-
qu’ils sont se´pare´s par une distance ; elle figure dans la loi de Newton de gravitation :
−→
F = −G mgm
′
g
r2
−→er . (2.2)
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2.4.3 Incompatibilite´ de la gravitation de Newton et de la rela-
tivite´ restreinte
Remarquons qu’une description de l’interaction gravitationnelle avec la loi de Newton
pre´sente un se´rieux proble`me vis-a`-vis de la relativite´ restreinte. En effet, supposons que nos
deux masses soient se´pare´es par une tre`s grande distance, soit des milliers d’anne´es-lumie`re,
et que sous l’effet d’une quelconque perturbation exte´rieure, une des deux masses soit
de´place´e ; alors la loi de Newton nous dit que la seconde masse ” ressent ” instantane´ment
la nouvelle force de gravitation, due a` la nouvelle configuration des deux masses.
La loi de Newton est base´e sur une hypothe`se, implicitement admise, qui stipule que la
vitesse de propagation de l’interaction gravitationnelle est infinie, ce qui est en contradiction
avec l’un des piliers incontournables de la the´orie de la relativite´ restreinte qui dit qu’une
information ne peut voyager plus vite que la vitesse de la lumie`re.
2.4.4 Champ de gravitation
Une autre fac¸on de de´crire l’interaction gravitationnelle est de regarder la masse comme
source d’un champ de gravitation, celle-ci engendre dans son voisinage imme´diat un champ
qui se propage a` une vitesse finie dans tout l’espace. N’importe quelle masse qui se trou-
verait dans le domaine d’influence de la source, “ressentirait” une force gravitationnelle
proportionnelle a` sa masse et a` la valeur du champ en ce point.
Contrairement aux champs e´lectrique et magne´tique, les champs de gravitation jouissent
d’une proprie´te´ fondamentale [1] :
“Tous les corps se de´plac¸ant uniquement sous l’influence d’un champ de gra-
vitation, sont soumis a` la meˆme acce´le´ration, inde´pendamment de leurs masses
et de leurs e´tats physiques”
Cette proprie´te´ remarquable a e´te´ e´tablie expe´rimentalement par Galile´e qui, du haut de
la tour de Pise, laissait tomber des corps de masses et de natures diffe´rentes (suffisamment
denses pour e´liminer les effets de re´sistance de l’air).
2.4.5 Identite´ des masses inertielle et gravitationnelle
Newton e´tait de´ja` conscient de la diffe´rence des deux de´finitions de la masse d’un corps.
Conforme´ment a` la loi de mouvement d’un corps en chute libre dans le champ de gravitation
terrestre :
(force) = (masse inerte)× (acce´le´ration), (2.3)
et d’autre part, la loi de gravitation permet d’exprimer la meˆme force qui s’exerce sur le
corps en chute libre :
(force) = (masse pesante)× (intensite´ du champ de gravitation), (2.4)
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ce qui permet d’e´crire, apre`s e´galisation :
(acce´le´ration) =
(masse pesante
masse inerte
)
× (intensite´ du champ de gravitation). (2.5)
Mais comme l’acce´le´ration des corps soumis au champ de gravitation est la meˆme,
conforme´ment a` la proprie´te´ e´nonce´e en (2.4.4), il faut admettre que le rapport de la
masse pesante a` la masse inerte est une constante e´gale pour tous les corps. En choisissant
convenablement les unite´s, il est possible de rendre le rapport e´gal a` l’unite´.
De´ja` en Me´canique classique, on a exprime´ le principe d’identite´ des masses inerte et
pesante, sans pour autant lui donner une interpre´tation profonde, par contre, en the´orie
de la relativite´ ge´ne´rale, il forme la base de toute l’argumentation.
2.5 Principe d’e´quivalence
Ce fut Einstein qui, dans son effort de ge´ne´ralisation du principe de relativite´ a` tous
les syste`mes de coordonne´es, s’est rendu compte de l’importance de l’e´galite´ des masses
inerte et pesante. En effet, l’interpre´tation d’une telle e´galite´ est l’argument crucial qui va
lui permettre de construire sa the´orie de la relativite´ ge´ne´rale.
Profonde´ment influence´ par la pense´e de Mach, qui proˆne l’adoption d’un point de vue
positiviste pour e´tudier les phe´nome`nes physiques (ne conside´rer une grandeur physique
dans sa the´orie que s’il est possible de de´finir une expe´rience permettant de la mesurer),
et particulie`rement par son e´tude critique de la me´canique classique ou` il affirme que [3] :
“La masse inertielle d’un objet est due a` l’interaction gravitationnelle de
cet objet avec les autres masses de l’univers”
Einstein reconnaˆıt le fait que la meˆme qualite´ d’un corps se manifeste suivant les cir-
constances, comme “inertie” ou comme “poids”.
A` travers une analyse tre`s pousse´e, par l’interme´diaire d’expe´riences de pense´e me´morables,
il a su montrer qu’il e´tait possible d’e´difier une the´orie ou` le principe de relativite´ est va-
lable pour tous les re´fe´rentiels en mouvement relatif. Une telle the´orie a e´te´ re´alise´e en
reliant la gravitation a` la ge´ome´trie de l’espace-temps.
2.5.1 Expe´rience de pense´e (connexion Relativite´ - Gravitation)
Supposons une boˆıte qui se trouve dans une re´gion si e´loigne´e de toute masse importante
qu’on pourrait ne´gliger toutes les influences exte´rieures. A` l’inte´rieur de cette boite se trouve
un homme muni d’appareils de mesures. Un syste`me de re´fe´rence affecte´ a` une telle boite
est un re´fe´rentiel d’inertie [1].
En soumettant la boite a` une force constante, elle sera anime´e d’un mouvement uni-
forme´ment acce´le´re´ (par rapport a` un autre re´fe´rentiel d’inertie). Pour l’observateur interne,
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l’acce´le´ration de la boite lui est transmise par l’interme´diaire du plancher sous forme de
contre-pression qu’il pourrait absorber en se mettant debout sur ses jambes, exactement
comme le ferait un homme a` la surface de la terre, ou` il est soumis a` un champ de gravi-
tation. Si a` pre´sent l’homme laˆche sans vitesse initiale deux corps qu’il tenait a` la main,
par exemple : une montre et une plume, dans ce cas l’acce´le´ration provoque´e par la force
constante n’est plus communique´e aux objets par l’interme´diaire de la main, ainsi, le plan-
cher de la boˆıte se rapprocherait des deux corps avec le meˆme mouvement relatif acce´le´re´.
Comme les deux objets toucheraient le plancher au meˆme instant (laˆche´s au meˆme ins-
tant), l’observateur interne serait convaincu que l’acce´le´ration d’un corps quelconque vers
le plancher est toujours la meˆme, inde´pendamment de sa substance. Il serait en droit de
supposer qu’il se trouve dans un champ de gravitation constant.
2.5.2 Enonce´ du Postulat d’e´quivalence
A` la lumie`re de ce raisonnement Einstein e´nonc¸a le principe d’e´quivalence :
“Un re´fe´rentiel uniforme´ment acce´le´re´ est localement e´quivalent a` un re´fe´rentiel
inertiel plonge´ dans un champ de gravitation”
Soulignons que cette e´quivalence est locale, dans la mesure ou` les trajectoires de deux
corps convergeant vers la source du champ de gravitation peuvent eˆtre conside´re´es comme
paralle`les dans une petite re´gion de l’espace, alors que deux objets dans un re´fe´rentiel
uniforme´ment acce´le´re´ auraient des trajectoires paralle`les ( voir 2.1).
M2
M1
m1
m2
m1 m2
Agrandissement
Fig. 2.1 – Repre´sentation sche´matique de la validite´ locale du principe d’e´quivalence
Il est a` noter qu’une telle e´quivalence entre re´fe´rentiels acce´le´re´s et re´fe´rentiels inertiels
soumis a` un champ de gravitation repose sur la proprie´te´ fondamentale du champ de
gravitation a` communiquer la meˆme acce´le´ration a` tous les corps, ce qui revient a` dire
qu’elle repose sur le principe d’e´galite´ des masses inerte et pesante. Graˆce au principe
d’e´galite´ des masses gravitationnelle et inertielle, il est possible a` un observateur acce´le´re´
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d’expliquer les effets inertiels par l’hypothe`se d’un champ de gravitation, et il lui est possible
de supposer que son corps de re´fe´rence est “immobile”.
Cette proprie´te´ de communiquer la meˆme acce´le´ration a` tous les corps, quelles que
soient leurs substances, est une caracte´ristique exclusive du champ de gravitation. Aucun
autre champ connu ne pourra eˆtre introduit pour expliquer les effets inertiels.
2.6 Postulat de la relativite´ ge´ne´rale
Soit un observateur se trouvant dans un ascenseur et imaginons que le caˆble soutenant
celui-ci soit rompu alors, en vertu de la proprie´te´ fondamentale relative au champ de
gravitation, l’ascenseur et l’observateur seront soumis a` la meˆme acce´le´ration, de telle
sorte qu’ils ne subissent aucun mouvement relatif [27].
Si l’observateur laˆche des corps de sa main, il remarque que ceux-ci ne subissent aucun
mouvement relativement a` lui, ils flottent devant avec lui. Il serait en droit de conclure que
le syste`me de coordonne´es affecte´ a` son ascenseur est un re´fe´rentiel d’inertie.
Un observateur exte´rieur, se trouvant a` la surface de la terre, remarque que le mouve-
ment de l’ascenseur et de tous les corps s’y trouvant a` l’inte´rieur est en parfait accord avec
la loi de gravitation de Newton. Pour lui le mouvement est uniforme´ment acce´le´re´.
De cet exemple il est clair qu’une description cohe´rente des phe´nome`nes physiques
dans deux syste`mes de coordonne´es dote´s d’un mouvement relatif acce´le´re´ est possible.
Ceci constitue un argument en faveur du principe de la relativite´ ge´ne´rale qui stipule que
[1] :
”Tous les corps de re´fe´rence, quels que soient leurs e´tats de mouvement,
sont e´quivalents pour la description des lois de la nature”
Une description cohe´rente dans les diffe´rents syste`mes de coordonne´es n’est rendue
possible qu’en tenant compte de la gravitation. Ainsi, pour l’observateur exte´rieur, il y
a mouvement de l’ascenseur dans un champ de gravitation, alors que pour l’observateur
interne il y a repos et champ de gravitation inexistant.
Pour Einstein, le champ de gravitation constitue une sorte de ” pont ” permettant le
passage d’un syste`me de coordonne´e a` un autre [27].
Abordons a` pre´sent le proble`me de la connexion entre la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale
et la ge´ome´trie.
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2.7 Ne´cessite´ d’un cadre non-euclidien de l’espace-
temps
2.7.1 Re´fe´rentiels inertiel et non inertiel
Imaginons un grand disque sur lequel sont trace´s deux cercles (voir 2.2), l’un petit (P )
et l’autre tre`s grand (G), de telle sorte que leurs centres co¨ıncident sur l’axe de syme´trie
du disque [27].
(R
′
)
(R)
ω
ωP
G
Fig. 2.2 – Repre´sentation de deux cercles concentriques sur un disque tournant
Dans un premier temps, supposons que le disque est au repos (il ne subit pas de ro-
tation). Dans ce cas, le re´fe´rentiel (R) attache´ a` l’axe de syme´trie est galile´en. Soit un
observateur se re´fe´rant a` ce re´fe´rentiel d’inertie. Il mesure les circonfe´rences et les rayons
de deux cercles identiques aux pre´ce´dents, en utilisant une petite re`gle. Il s’aperc¸oit que le
rapport des circonfe´rences aux diame`tres respectifs des deux cercles est :
CG
2RG
=
CP
2RP
= π. (2.6)
Un tel re´sultat est une preuve que le cadre ge´ome´trique auquel se re´fe`re l’observateur
utilisant un re´fe´rentiel inertiel, est la ge´ome´trie euclidienne.
Dans un deuxie`me temps, supposons que le disque tourne autour de son axe de syme´trie
avec une vitesse constante ω. Un re´fe´rentiel (R
′
) attache´ a` un observateur se trouvant
sur un tel disque n’est pas un re´fe´rentiel d’inertie, puisque le mouvement de rotation
donne naissance a` des effets inertiels, sous forme de forces centrifuges. Quel est le cadre
ge´ome´trique servant de support pour de´crire les phe´nome`nes physiques, dans un re´fe´rentiel
non inetiel ?
Pour re´pondre a` cette question, imaginons que l’observateur se re´fe´rant a` (R
′
) mesure,
a` son tour, les circonfe´rences et les rayons des deux cercles respectifs (P ) et (G). Pour ce
19
chapitre 2 Rappels sur la the´orie de relativite´ ge´ne´rale
faire, il va utiliser la meˆme re`gle que celle employe´e par l’observateur attache´ a` (R). Il
commence par la mesure du rayon et de la circonfe´rence du petit cercle. Les vitesses mises
en jeu a` l’inte´rieur de (P ) sont tre`s ne´gligeables devant la vitesse de la lumie`re, de sorte
que l’observateur pourra se contenter d’utiliser ses connaissances de me´canique classique
pour effectuer les mesures. Il trouve que le rayon et la circonfe´rence du petit cercle sont
identiques a` ceux trouve´s dans (R). D’autre part, comme la vitesse a` laquelle est soumis
un point sur le disque croˆıs a` mesure que l’on s’e´loigne du centre, l’observateur se trouvant
sur le grand cercle (G) sera soumis, ainsi, a` une vitesse si importante qu’il ne pourra plus la
ne´gliger devant la vitesse de la lumie`re. Il sera oblige´ d’utiliser ses connaissances de relativite´
restreinte pour faire les mesures. Il remarque que le grand rayon est aussi identique a` celui
trouve´ par l’observateur exte´rieur, car il effectue une mesure perpendiculaire au mouvement
(pas de contraction de longueur). Par contre, il est oblige´ de faire une mesure tangentielle
au mouvement pour mesurer la grande circonfe´rence, ce qui fait qu’il trouverait une plus
grande valeur comparativement a` celle de l’observateur exte´rieur (du fait que la re`gle pose´e
tangentiellement au cercle se trouve dans la direction du mouvement, ce qui lui fait subir
une contraction). Dans ce cas :
C
′
G
2R
′
G
>
C
′
P
2R
′
P
≃ π. (2.7)
Ce re´sultat frappant est une preuve que le cadre ge´ome´trique euclidien, valable pour les
re´fe´rentiels inertiels, n’est plus valable pour servir de cadre a` des re´fe´rentiels non inertiels.
2.7.2 Sur une sphe`re
Il est curieux que le re´sultat pre´ce´dent puisse s’obtenir aussi en dessinant les deux
cercles concentriques sur la surface d’une sphe`re a` grand rayon [27]. Remarquons qu’il est
possible de dessiner les cercles en utilisant une ficelle au bout de laquelle est attache´ un
crayon. La longueur de la ficelle de´termine le rayon du cercle correspondant (voir 2.3).
Du moment que les rayons des deux cercles sont fixe´s par les longueurs des ficelles
qui ont servi pour le dessin, ils auront ainsi les meˆmes valeurs que ceux pre´ce´demment
e´tablis dans l’exemple du disque. Vu la petitesse du rayon du petit cercle, il est possible
de conside´rer avec une bonne approximation qu’il est dessine´ dans un plan a` 2 dimensions
(du fait que la courbure de la sphe`re tend a` s’annuler localement), dans ce cas de figure,
la ge´ome´trie euclidienne constitue une tre`s bonne approximation du cadre ge´ome´trique
(analogie avec le re´fe´rentiel inertiel).
Par contre, l’importance de la courbure de la sphe`re ne peut plus eˆtre ne´glige´e, quand
on se place sur le grand cercle, de sorte que sa circonfe´rence est diffe´rente de celle d’un
cercle de meˆme rayon et dessine´ dans un plan, ainsi le rapport des circonfe´rences aux rayons
des deux cercles (le petit et le grand) n’est pas le meˆme. Le re´sultat de´pendrait d’une part
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R
r
′′
Pr
′′
G
Fig. 2.3 – Repre´sentation de deux cercles concentriques sur une sphe`re
du rayon de la sphe`re et du rayon du cercle [1] :
C
′′
G
2r
′′
G
= π
sin
(r′′G
R
)
(r′′G
R
) , (2.8)
C
′′
P
2r
′′
P
= π
sin
(r′′P
R
)
(r′′P
R
) , (2.9)
Mais pour le petit cercle, on peut e´crire :
lim
r
′′
P → 0
sin
(r′′P
R
)
(r′′P
R
) = 1.
Ce qui conduit a` :
C
′′
G
2r
′′
G
6= C
′′
P
2r
′′
P
≃ π. (2.10)
Ce re´sultat prouve que le cadre ge´ome´trique de la surface d’une sphe`re est un cadre
non euclidien : c’est un espace courbe a` 2 dimensions.
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2.8 Conclusion
Des deux exemples pre´ce´dents, il est possible de de´gager les remarques suivantes :
– Le cadre ge´ome´trique de la relativite´ ge´ne´rale est non-eucildien.
– Le cadre ge´ome´trique de la relativite´ restreinte (pour les re´fe´rentiels inertiels) est un
cadre euclidien.
– L’observateur se trouvant sur le petit cercle n’est pas soumis a` d’importantes forces
centrifuges ; il pourrait expliquer ces effets inertiels, en vertu du principe d’e´quivalence,
par la pre´sence d’un champ gravitationnel de faible intensite´. Or la ge´ome´trie eucli-
dienne est suffisante pour servir de cadre a` la description des phe´nome`nes rapporte´s
a` un re´fe´rentiel inertiel, ce qui permet d’affirmer que :
La description des phe´nome`nes faisant intervenir des champs de gravi-
tation faibles se fait par le biais d’une ge´ome´trie euclidienne.
– Par contre, de´crire les phe´nome`nes faisant intervenir des champs de gravitation in-
tenses se fait par le recours a` la the´orie de relativite´ ge´ne´rale qui se de´crit dans un
cadre ge´ome´trique non-euclidien ; l’espace ne peut plus eˆtre conside´re´ comme plat, il
est courbe´ suite a` une de´formation cause´e par le champ de gravitation intense :
La pre´sence de la matie`re (source du champ de gravitation) fait courber
l’espace-temps environnant et cette courbure est d’autant plus importante
que la densite´ de matie`re l’est aussi.
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La suite du me´moire est consacre´e a` l’analyse d’une proposition re´cente, avance´e par
C.C.Barros [23, 24, 25, 26], qui stipule que d’une fac¸on analogue a` l’interaction gravitation-
nelle, les autres interactions peuvent aussi se manifester a` travers la structure de l’espace-
temps. L’ide´e fondamentale consiste a` de´crire une particule e´voluant dans une re´gion, en
pre´sence d’un potentiel non-gravitationnel qui affecterait la me´trique de l’espace-temps.
Les effets de la me´trique dans le domaine subatomique seront e´tudie´s.
Comme premie`re e´tape, un syste`me a` syme´trie sphe´rique est conside´re´, mais l’auteur
affirme que l’ide´e de base pourrait eˆtre ge´ne´ralise´e a` des syste`mes soumis a` des potentiels
arbitraires. En adoptant une me´trique similaire a` celle de Schwarzschild, on de´termine les
grandeurs dynamiques relatives a` une particule e´voluant dans un espace courbe, a` savoir :
les impulsions, l’e´nergie, l’expression de l’invariant relativiste. On exprime, aussi, comment
la me´trique est affecte´e par le potentiel non-gravitationnel. Enfin, l’utilisation de l’analyse
vectorielle en coordonne´es curvilignes va permettre d’e´tendre le principe de correspondance
a` l’espace courbe en question. Ceci permettra de de´terminer les ope´rateurs (E,−→p ,−→p 2),
indispensables a` l’e´criture d’e´quations d’ondes quantiques dans un espace courbe.
3.1 Position du proble`me
Avant d’aller plus loin, il est utile de faire quelques remarques qui vont permettre de
situer et de comprendre la de´marche de Barros.
Premie`rement, dans la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale, le champ gravitationnel est
de´crit en terme de structure ge´ome´trique de l’espace-temps. Cette description de´coule de
l’application du postulat d’e´quivalence. L’argument crucial qui justifie l’adoption de ce
postulat est l’e´galite´ des masses inertielle et gravitationnelle ; e´galite´ qui se traduit par
le fait que tous les corps se de´plac¸ant uniquement sous l’influence d’un champ de gravi-
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tation, sont soumis a` la meˆme acce´le´ration, inde´pendamment de leurs masses, de leurs
substances et de leurs e´tats physiques. Cette proprie´te´ fondamentale caracte´rise exclusive-
ment le champ gravitationnel, c’est a` dire que des corps de masses diffe´rentes, se mouvant
sous l’action d’un champ non gravitationnel ne seront pas soumis a` la meˆme acce´le´ration.
C’est pour cette raison qu’en the´orie de la relativite´ ge´ne´rale, on ne de´crit pas les inter-
actions : e´lectromagne´tique, forte et faible en terme de structure d’espace-temps. Il n’y a
donc, a priori, pas d’arguments physiques qui justifient la proposition de Barros.
D’autre part, l’utilisation d’une me´trique de Schwarzschild n’est pas e´galement jus-
tifie´e. En effet, une telle solution est obtenue graˆce a` une utilisation des e´quations de
champs d’Einstein, de´termine´es exclusivement pour la description du champ de gravita-
tion. Ainsi, le recours a` cette me´trique n’est suˆrement pas justifie´, en the´orie de la relativite´
ge´ne´rale, pour servir a` la description d’une particule e´voluant sous l’action d’un champ
non-gravitationnel.
Barros ignore comple`tement ces conside´rations, il fait abstraction de tout le chemine-
ment qui a pousse´ Einstein a` de´crire le champ de gravitation en terme de structure de
l’espace-temps. Son point de vue est plutoˆt le suivant :
Comme point de de´part, il adopte une me´trique similaire a` celle de Schwarz-
schild, de telle sorte a` la faire de´pendre du potentiel non-gravitationnel. Alors
quelles sont toutes les conse´quences, qu’il peut tirer, pour la description d’une
particule soumise a` un champ non-gravitationnel, en utilisant le formalisme de
la relativite´ ge´ne´rale ?
3.2 La me´trique de Schwarzschild
Soit, donc, une particule e´voluant sous l’action d’un champ non-gravitationnel, ca-
racte´rise´ par un potentiel central V (r). La source du champ posse`de une distribution
sphe´rique, de´crite par un tenseur e´nergie-impulsion Tµν 6= 0, dans une certaine re´gion
limite´e de l’espace. A` l’exte´rieur de la source, ou` Tµν = 0, l’auteur adopte une me´trique
similaire a` celle de Schwarzschild [29, 30] :
ds2 = c2ξ(r)dt2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2)− [ξ(r)]−1dr2, (3.1)
ou` ξ(r) est une fonction de l’unique parame`tre r, et inde´pendante du temps. D’une manie`re
analogue a` la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale, cette fonction est de´termine´e par le potentiel
V (r), c’est-a`-dire que la me´trique est affecte´e par le champ non-gravitationnel a` travers
cette fonction.
Par de´finition, le carre´ de l’intervalle, se´parant deux points infiniment voisins, est relie´
a` la me´trique a` travers la forme quadratique fondamentale :
ds2 =
3∑
µ=0
3∑
ν=0
gµν dx
µdxν , (3.2)
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En de´finissant le quadrivecteur position comme :
xµ(ct, r, θ, φ) = (ct,−→x ), (3.3)
il est clair que d’apre`s (3.1) et (3.2), le tenseur me´trique (gµν) est diagonal,
(gµν) =


ξ 0 0 0
0 −ξ−1 0 0
0 0 −r2 0
0 0 0 −r2 sin2 θ

 . (3.4)
Or
3∑
µ=0
gµν g
να = δαµ , (3.5)
ce qui implique que :
(gµν) =


ξ−1 0 0 0
0 −ξ 0 0
0 0 −r−2 0
0 0 0 −r−2 sin−2 θ

 . (3.6)
Les e´le´ments de cette matrice peuvent se mettre sous forme :
gµν = h−2µ η
µν , (3.7)
ou`
(ηµν) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , (3.8)
et
ηµν = η
µν . (3.9)
En effet, a` partir des e´quations (3.6), (3.7), (3.8) et (3.9), on peut ve´rifier que les coefficients
hµ s’e´crivent :
h0 =
√
ξ(r), (3.10)
h1 = 1/
√
ξ(r), (3.11)
h2 = r, (3.12)
h3 = r sin θ. (3.13)
Ces coefficient vont jouer un roˆle tre`s important dans la ge´ne´ralisation des expressions
d’ope´rateurs vectoriels, initialement e´tablis dans un espace plat. Par exemple : gradient et
rotationnel d’un vecteur, laplacien d’un scalaire,... Dans la section (A.9), les expressions
de tels ope´rateurs seront e´tablies.
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3.2.1 Principe de correspondance en coordonne´es curvilignes de
Schwarzschild
Le principe de correspondance est un principe empirique permettant de retrouver les
expressions des ope´rateurs de la me´canique quantique, a` partir des expressions classiques
correspondantes.
Dans un espace-temps plat, le principe de correspondance relatif a` l’impulsion et a`
l’e´nergie s’e´crit comme suit [6], [31] :{
pj = −i~ ∂
∂xj
,
j = 1, 2, 3
(3.14)
E = +i~
∂
∂t
. (3.15)
La forme de ces expressions trouve son origine dans les lois de conservation de l’impul-
sion et de l’e´nergie, lie´es a` l’homoge´ne´ite´ de l’espace et du temps, tout en ayant recours au
passage a` la limite classique :
1. Ope´rateur e´nergie :
Le postulat fondamental de la me´canique quantique stipule que l’e´tat d’un syste`me
physique est comple`tement de´termine´ par une fonction d’onde ψ. La connaissance
d’une telle fonction a` un instant donne´ t0, doit non seulement nous renseigner sur
l’e´tat actuel du syste`me, mais doit en plus nous permettre de connaˆıtre l’e´tat du
syste`me pour n’importe quel instant ulte´rieur t > t0, ce qui se traduit mathe´matiquement :
∂ψ
∂t
= F (ψ). (3.16)
En vertu du principe de superposition, indispensable pour expliquer les phe´nome`nes
ondulatoires (coexistence ondes-corpuscules), cette de´pendance doit eˆtre line´aire [31] :
i
∂ψ
∂t
= A ψ, (3.17)
ou` A est un ope´rateur line´aire et le coefficient i est introduit par commodite´, pour
faciliter la de´monstration d’hermicite´ de A. Pour de´terminer a` quelle grandeur clas-
sique correspond l’ope´rateur A, il faut effectuer le passage a` la limite classique, ou`
on fait correspondre au mouvement rectiligne et uniforme d’une particule d’e´nergie
E et de quantite´ de mouvement m−→v , la propagation d’une onde monochromatique,
ayant la fre´quence (E/h) et la longueur d’onde (h/mv) [6]. Chaque fois que l’optique
ge´ome´trique sera valable pour la propagation de l’onde ψ, nous pouvons poser [31] :
ψ = a e(
i S
~
), (3.18)
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et les trajectoires pre´vues par la dynamique classique du point mate´riel ne seront
autre chose que les rayons de l’onde ψ.
Dans ce cas :
i
∂ψ
∂t
=
(−1
~
∂S
∂t
)
ψ,
ce qui montre que l’ope´rateur line´aire A se re´duit, a` la limite classique, a` une
simple multiplication. Or en me´canique classique, −(∂S/∂t), n’est autre que la fonc-
tion d’Hamilton du syste`me, par conse´quent, (~A) est l’ope´rateur correspondant en
me´canique quantique, c’est l’hamiltonien H qui ve´rifie l’e´quation d’onde :
i~
∂ψ
∂t
= H ψ. (3.19)
Le passage de l’e´quation aux valeurs propres :
H ψ = E ψ, (3.20)
a` l’e´quation d’onde pre´ce´dente se fait en adoptant le principe de correspondance
(3.15).
2. Ope´rateur impulsion :
Conside´rons un syste`me de particules (j : 1→ N) non soumis a` un champ exte´rieur
[31]. L’homoge´ne´ite´ de l’espace se traduit par une invariance des proprie´te´s dyna-
miques du syste`me, en particulier l’hamiltonien H , sous n’importe quelle translation
arbitraire. Dans une translation infiniment petite et arbitraire
−→
δr, les rayons vecteurs
−→rj de toutes les particules prennent le meˆme accroissement −→rj → −→rj +−→δr. Sous cette
transformation, la fonction d’onde du syste`me s’e´crit :
ψ(−→r1 +−→δr,−→r2 +−→δr, ...) ≃ ψ(−→r1 ,−→r2 , ...) +−→δr.
N∑
j=1
−→∇j ψ,
=
(
1 +
−→
δr.
N∑
j=1
−→∇j
)
ψ(−→r1 ,−→r2 , ...), (3.21)
= T ψ(−→r1 ,−→r2 , ...), (3.22)
ou` −→∇j = −→ex ∂
∂xj
+−→ey ∂
∂yj
+−→ez ∂
∂zj
et T l’ope´rateur de translation infinite´simale. L’invariance de l’e´quation d’onde sous
la translation T conduit a` la relation de commutation :
[ H, T ] = 0.
Or [1, H ] = 0, ainsi la constante de mouvement est :
[ H,
N∑
j=1
−→∇j ] = [ H,−→∇ ] = 0.
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En me´canique classique, la grandeur qui se conserve quand le syste`me est invariant
sous une translation arbitraire est la quantite´ de mouvement
−→
P , ceci sugge`re que−→
P ∼ −→∇. Pour de´terminer le coefficient de proportionnalite´, appliquons l’ope´rateur−→
P sur (3.18) :
−→
P ψ = cte× i
~
(−→∇S) ψ. (3.23)
Or (
−→∇S) repre´sente l’impulsion de la particule, en me´canique classique. Ce qui im-
plique que (cte× i/~) = 1, ou encore cte = −i~. Finalement :
−→
P = −i~ −→∇,
ce qui confirme (3.14).
Dans un espace-temps courbe re´pondant a` la me´trique de Schwarzschild, les expressions
du principe de correspondance pre´ce´dentes doivent eˆtre modifie´es du fait que l’expression
du gradient et de la de´rive´e par rapport au temps sont modifie´es.
a. L’ope´rateur impulsion dans un espace courbe
En s’inspirant de (3.14), il est possible d’e´tendre le principe de correspondance relatif
a` l’impulsion, en remplac¸ant le gradient de l’espace plat par celui de l’espace courbe. Le
principe s’e´crit :
−→p = −i~−→∇ , (3.24)
tel que (A.62) :
∇i = h−1i
∂
∂xi
. (3.25)
En appliquant (3.24) et (3.25), on peut e´crire l’ope´rateur impulsion en me´trique de Schwarz-
schild :
−→p = −i~
[
−→e1h−11
∂
∂x1
+−→e2h−12
∂
∂x2
+−→e3h−13
∂
∂x3
]
(3.26)
et en utilisant les expressions des coefficients hµ, e´tablies pour la me´trique de Schwarzschild,
finalement :
−→p = −i~
[
−→er
√
ξ(r)
∂
∂r
+−→eθ 1
r
∂
∂θ
+−→eφ 1
r sin θ
∂
∂φ
]
. (3.27)
Remarquons que dans une re´gion ou` V (r) = 0 (ξ(r) = 1),c’est-a`-dire dans une re´gion
assimile´e a` un espace-temps plat, on retombe sur l’expression bien connue en coordonne´es
sphe´riques :
−→p = −i~
[
−→er ∂
∂r
+−→eθ 1
r
∂
∂θ
+−→eφ 1
r sin θ
∂
∂φ
]
(3.28)
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b. L’ope´rateur e´nergie dans un espace courbe
Il ne reste a` pre´sent qu’a` retrouver l’expression de l’ope´rateur de l’e´nergie dans un espace
courbe, dote´ d’une me´trique de Schwarzschild. Nous pouvons nous inspirer de (3.15), tout
en prenant soin de modifier la de´rive´e partielle temporelle qui doit s’e´crire en tenant compte
de h0 :
E = +i~∇0, (3.29)
tel que (A.62) :
∇0 = h−10 c
∂
∂x0
= h−10
∂
∂t
, (3.30)
tel que : x0 = ct (voir (3.3)). Finalement, apre`s remplacements, l’ope´rateur e´nergie re-
cherche´ s’e´crit :
E = +
i~√
ξ(r)
∂
∂t
. (3.31)
Remarquons aussi que pour une re´gion ou` V (r) = 0 (ξ(r) = 1), on retombe aussi sur
l’expression de l’ope´rateur d’e´nergie dans un espace-temps plat :
E = +i~
∂
∂t
(3.32)
3.2.2 Les ope´rateurs laplacien et carre´ du module de l’impulsion
en me´trique de Schwarzschild
a. Laplacien en me´trique de Schwarzschild
On utilise (A.72), tout en veillant a` utiliser les coefficients hi, (i = 1, 2, 3), relatifs a` la
me´trique de Schwarzschild. Ce qui donne :
−→∇2 =
(
r2 sin θ√
ξ(r)
)−1[
∂
∂r
(
r2 sin θ
√
ξ(r)
∂
∂r
)
+
∂
∂θ
(
sin θ√
ξ(r)
∂
∂θ
)
+
∂
∂φ
(
1√
ξ(r) sin θ
∂
∂φ
)]
−→∇2 =
(
r2 sin θ√
ξ(r)
)−1[
sin θ
∂
∂r
(
r2
√
ξ(r)
∂
∂r
)
+
1√
ξ(r)
∂
∂θ
(
sin θ
∂
∂θ
)
+
1√
ξ(r) sin θ
∂2
∂φ2
]
,
Finalement :
−→∇2 =
√
ξ(r)
r2
∂
∂r
(
r2
√
ξ(r)
∂
∂r
)
+
1
r2 sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂
∂θ
)
+
1
r2 sin2 θ
∂2
∂φ2
, (3.33)
ou encore, apre`s de´veloppement et action sur une fonction f(r, θ, φ) :
−→∇2 =
[
2ξ
r
∂
∂r
+
1
2
∂ξ
∂r
∂
∂r
+ ξ
∂2
∂r2
]
+
1
r2
[
1
tan θ
∂
∂θ
+
∂2
∂θ2
+
1
sin2 θ
∂2
∂φ2
]
︸ ︷︷ ︸
∼ −→L 2
, (3.34)
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tel que
−→
L 2 est le moment cine´tique en coordonne´es sphe´riques.
On remarque que seule la partie radiale du laplacien de l’espace courbe est change´e
par rapport au laplacien de l’espace plat, exprime´ en coordonne´es sphe´riques, et que les
parties angulaires sont identiques. Ceci va permettre d’exploiter la conservation du moment
cine´tique et de la parite´ dans la proposition de la forme des solutions.
b. Carre´ du module de l’impulsion
A` pre´sent, il est possible de retrouver l’expression de l’ope´rateur carre´ de l’impulsion.
En effet, (3.24) implique que :
|−→P 2| = −~2−→∇2. (3.35)
En y remplac¸ant l’expression (3.33) :
|−→P 2| = −~2
[√
ξ(r)
r2
∂
∂r
(
r2
√
ξ(r)
∂
∂r
)
+
1
r2 sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂
∂θ
)
+
1
r2 sin2 θ
∂2
∂φ2
]
, (3.36)
ou encore :
|−→P 2| = −~2
[√
ξ(r)
r2
∂
∂r
(
r2
√
ξ(r)
∂
∂r
)]
− ~
2−→L 2
r2
. (3.37)
3.2.3 Relations de commutations
D’apre`s (3.27), les ope´rateurs d’impulsion sont :
Pr = −i~
√
ξ(r)
∂
∂r
(3.38)
Pθ = −i~ 1
r
∂
∂θ
(3.39)
Pφ = −i~ 1
r sin θ
∂
∂φ
(3.40)
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Les diffe´rents commutateurs sont donne´s, apre`s calculs :
[Pr, r] = −i~
√
ξ(r), (3.41)
[Pθ, θ] = −i~ 1
r
, (3.42)
[Pφ, φ] = −i~ 1
r sin θ
, (3.43)
[Pr, θ] = [Pr, φ] = 0, (3.44)
[Pθ, r] = [Pθ, φ] = 0, (3.45)
[Pφ, θ] = [Pφ, r] = 0, (3.46)
[Pr, Pθ] =
~
2
r2
∂2
∂θ2
, (3.47)
[Pr, Pφ] =
~
2
√
ξ(r)
r2 sin θ
∂
∂φ
, (3.48)
[Pθ, Pφ] =
~
2 cot θ
r2 sin θ
∂
∂φ
. (3.49)
Il est clair que, d’une part, ces ope´rateurs ne ve´rifient pas les relations de commutations
bien connues :
[Pi, qj ] = i~ δij, (3.50)
[Pi, Pj] = 0, (3.51)
et d’autre part, les ope´rateurs d’impulsion ne sont pas hermitiques. En effet, par de´finition,
un ope´rateur A est hermitien si et seulement si pour toutes fonctions complexes f et g
de´finies, uniformes et continues dans un domaine D, nous avons [6] :∫
D
f ∗A(g) dτ =
∫
D
g A∗(f ∗) dτ. (3.52)
Prenons comme exemple l’ope´rateur Pr, et montrons qu’il n’est pas hermitien :∫
D
f ∗(r)Pr [g(r)] dr = −i~
∫
D
f ∗(r)
√
ξ(r)
∂g
∂r
dr
= −i~
∫
D
dr
[ =0︷ ︸︸ ︷
∂
∂r
(
f ∗(r)
√
ξ(r) g(r)
)
−∂
√
ξ(r)
∂r
f ∗(r) g(r)−
√
ξ g(r)
∂f ∗(r)
∂r
]
= i~
∫
D
dr
ξ
′
(r)
2
√
ξ(r)
f ∗(r) g(r) + i~
∫
D
dr g(r)
√
ξ(r)
∂f ∗
∂r
= i~
∫
D
dr
ξ
′
(r)
2
√
ξ(r)
f ∗(r) g(r) +
∫
D
dr g(r)Pr
∗(f ∗)
6=
∫
D
dr g(r)Pr
∗[f ∗(r)].
Ce qui prouve, compte tenu de (3.52), que Pr n’est pas un ope´rateur hermitien.
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3.3 Dynamique de Schwarzschild
Afin d’obtenir les e´quations d’onde, deux expressions sont ne´cessaires : l’e´nergie et ξ(r).
Pour se familiariser avec les nouvelles notations, il est utile de faire un petit aperc¸u des
plus importants re´sultats de la dynamique dans la me´trique de Schwarzschild, et de voir
comment les quantite´s qui nous inte´ressent peuvent eˆtre exprime´es.
3.3.1 Temps propre et quadrivecteur position
Le temps propre, associe´ a` une particule, est relie´ au carre´ d’intervalle, se´parant deux
e´ve´nements infiniment proches, par la formule :
ds2 = c2dτ 20 , (3.53)
ce qui permet d’e´crire, en utilisant (3.1) :
dτ0 = c
−1
√
ds2
= dt
√
ξ(r)− r2
(
dθ
cdt
)2
− r2 sin2 θ
(
dφ
cdt
)2
− [ξ(r)]−1
(
dr
cdt
)2
= dt
√
ξ(r)− [ξ(r)]−1
(
dr
cdt
)2
− r2
[(
dθ
cdt
)2
+
(
dφ
cdt
)2
sin2 θ
]
. (3.54)
Rappelons que le quadrivecteur position est de´fini, dans cette me´trique, comme e´tant :
xµ(ct, r, θ, φ) = (ct,−→x ), (3.55)
donc le temps propre s’e´crit :
dτ0 =
dt
γs
, (3.56)
tel que :
γs =
[
ξ(r)− [ξ(r)]−1β
2
r
c2
− r2β
2
t
c2
]−1/2
, (3.57)
et ou`
−→
β =
d−→x
dt
, (3.58)
βr =
dr
dt
, (3.59)
βt =
√(
dθ
dt
)2
+
(
dφ
dt
)2
sin2 θ, (3.60)
sont respectivement : la vitesse, la vitesse radiale et la vitesse transversale de la particule.
32
chapitre 3 Me´trique et Dynamique de Schwarzschild
3.3.2 Action et Lagrangien
L’action d’un syste`me a` une particule est par de´finition [30] :
S ≡
∫
Ldt = −m0c
∫
ds = −(m0c2)
∫
dt
γs
, (3.61)
ce qui permet de de´duire l’expression du lagrangien :
L =
−(m0c2)
γs
= −(m0c2)
√
ξ(r)− [ξ(r)]−1
(
dr
cdt
)2
− r2
[(
dθ
cdt
)2
+
(
dφ
cdt
)2
sin2 θ
]
.
(3.62)
3.3.3 Quadrivecteur vitesse
Le quadrivecteur vitesse est par de´finition :
βµ ≡ dx
µ
dτ0
=
(
cdt
dτ0
,
dr
dτ0
,
dθ
dτ0
,
dφ
dτ0
)
. (3.63)
Compte tenu de (3.56) :
βµ = γs
(
c,
dr
dt
,
dθ
dt
,
dφ
dt
)
. (3.64)
3.3.4 Quadrivecteurs e´nergie-impulsion
a. Quadrivecteur e´nergie-impulsion contravariant
La multiplication par la masse au repos de (3.64) permet de retrouver l’expression du
quadrivecteur e´nergie-impulsion contravariant :
P µ ≡ m0βµ = m0γs
(
c,
dr
dt
,
dθ
dt
,
dφ
dt
)
. (3.65)
b. Quadrivecteur e´nergie-impulsion covariant
Le passage d’un quadrivecteur contravariant au quadrivecteur covariant se fait a` l’aide
du tenseur me´trique :
Pµ =
3∑
ν=0
gµνP
ν . (3.66)
En remplac¸ant (3.65) et (3.4) dans (3.66) :
Pµ = (P0, P1, P2, P3) = m0γs
(
cξ(r),−[ξ(r)]−1dr
dt
,−r2dθ
dt
,−r2 sin2 θdφ
dt
)
. (3.67)
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Par ailleurs [30] :
Pr ≡ ∂L
∂
(
dr
dt
) = m0γs[ξ(r)]−1dr
dt
= −P1 (3.68)
Pθ ≡ ∂L
∂
(
dθ
dt
) = m0γsr2dθ
dt
= −P2 (3.69)
Pφ ≡ ∂L
∂
(
dφ
dt
) = m0γsr2 sin2 θdφ
dt
= −P3 (3.70)
3.3.5 Energie
Par de´finition l’e´nergie est [30] :
E ≡ Prr˙ + Pθθ˙ + pφφ˙− L. (3.71)
En remplac¸ant les expressions pre´ce´dentes de (Pr,Pθ,Pφ) et en utilisant (3.62), l’e´nergie
s’e´crit :
E = m0γsξ
−1(r)
(
dr
dt
)2
+m0γsr
2
(
dθ
dt
)2
+m0γsr
2 sin2 θ
(
dφ
dt
)2
+
m0c
2
γs
= m0c
2γs
[
ξ−1(r)
(
dr
cdt
)2
+ r2
(
dθ
cdt
)2
+ r2 sin2 θ
(
dφ
cdt
)2
+ γ−2s
]
= m0c
2γs
[
ξ−1(r)
(
dr
cdt
)2
+ r2
(
dθ
cdt
)2
+ r2 sin2 θ
(
dφ
cdt
)2
+
(
ξ(r)− [ξ(r)]−1
(
dr
cdt
)2
−r2
(
dθ
cdt
)2
− r2 sin2 θ
(
dφ
cdt
)2)]
.
Finalement :
E = (m0c
2)γs ξ(r) = cP0,
E =
(m0c
2)ξ(r)√
ξ(r)− [ξ(r)]−1
(
dr
cdt
)2
− r2
(
dθ
cdt
)2
− r2 sin2 θ
(
dφ
cdt
)2 . (3.72)
Pour V (r) = 0 (ξ(r) = 1), on retrouve l’expression de l’e´nergie :
E =
m0c
2√
1−
(
dr
cdt
)2
− r2
(
dθ
cdt
)2
− r2 sin2 θ
(
dφ
cdt
)2 = m0c
2√
1−
−→
β 2
c2
34
chapitre 3 Me´trique et Dynamique de Schwarzschild
3.3.6 Invariant relativiste
Il est possible de former une grandeur relativiste invariante a` partir du produit scalaire
de deux quadrivecteurs :
3∑
µ=0
PµP
µ = (m0γs)
2
(
cξ(r),−[ξ(r)]−1 dr
dτ
,−r2 dθ
dτ
,−r2 sin2 θdφ
dτ
)
.
(
c,
dr
dτ
,
dθ
dτ
,
dφ
dτ
)
,
3∑
µ=0
PµP
µ = (m0γs)
2
{
c2ξ(r)− [ξ(r)]−1
(
dr
dt
)2
− r2
[(
dθ
dt
)2
+
(
dφ
dt
)2
sin2 θ
]}
,
Finalement,
3∑
µ=0
PµP
µ = m20c
2. (3.73)
Par ailleurs,
3∑
µ=0
PµP
µ =
3∑
µ=0
Pµ
(
3∑
ν=0
gµνPν
)
=
3∑
µ=0
3∑
ν=0
gµνPµPν
= g00P0P0 + g
11P1P1 + g
22P2P2 + g
33P3P3,
en tenant compte de (3.6) et (3.72), il vient :
3∑
µ=0
PµP
µ =
(E2
c2
)
ξ(r)
− ξ(r)P 2r −
P 2θ
r2
− P
2
φ
r2 sin2 θ
. (3.74)
Finalement, compte tenu de (3.73) et (3.74), nous avons :
E2
c2ξ(r)
− ξ(r)P 2r −
P 2θ
r2
− P
2
φ
r2 sin2 θ
= m20c
2,
ou encore :
E2
ξ(r)
=
[
ξ(r)P 2r +
P 2θ
r2
+
P 2φ
r2 sin2 θ
]
c2 +m20c
4. (3.75)
Il est aussi utile d’e´crire l’invariant relativiste sous forme :
E√
ξ(r)
=
√√√√[ξ(r)P 2r + P 2θr2 + P
2
φ
r2 sin2 θ
]
c2 +m20c
4. (3.76)
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3.3.7 De´termination de ξ(r)
Le re´fe´rentiel du centre de masse est un re´fe´rentiel ou` :
−→
P =
−→
0 (Pr = Pθ = Pφ = 0).
Dans un tel re´fe´rentiel, l’e´quation (3.76) devient :
E(
−→
P =
−→
0 ) = (m0c
2)
√
ξ(r) = E0
√
ξ(r). (3.77)
D’autre part l’e´nergie totale, dans le re´fe´rentiel de centre de masse, s’e´crit comme la
somme de l’e´nergie au repos et de l’e´nergie potentielle, e´tant donne´ que l’e´nergie cine´tique
est nulle :
E(
−→
P =
−→
0 ) = E0 + V (r). (3.78)
La combinaison de (3.77) et (3.78) permet d’e´crire :
√
ξ(r) =
E0 + V (r)
E0
= 1 +
V (r)
m0c2
, (3.79)
ou encore :
ξ(r) =
(
1 +
V (r)
m0c2
)2
= 1 +
2V (r)
m0c2
+
V 2(r)
m20c
4
. (3.80)
Pour les faibles potentiels, caracte´rise´s par
V (r)
m0c2
≪ 1, l’expression (3.80) se re´duit a` :
ξ(r) ≃ 1 + 2V (r)
m0c2
. (3.81)
Avec (3.80), on retrouve l’expression usuelle en relativite´ ge´ne´rale, pour l’interaction
gravitationnelle (voir [29] pour comparaison) :
ξG =
(
1− GM
rc2
)2
∼ 1− 2GM
rc2
. (3.82)
3.4 Conclusion
Dans ce chapitre, le principe de correspondance a e´te´ e´tendu dans le cas d’un espace
courbe, dote´ d’une me´trique de Schwarzschild, ce qui a permis d’exprimer les ope´rateurs
(E,−→p ,−→p 2). De plus, les principales grandeurs dynamiques, relatives a` une particule e´voluant
dans un tel espace, sous l’action d’un potentiel non-gravitationnel V (r), ont e´te´ de´termine´es,
a` savoir : l’e´nergie, les impulsions, l’invariant relativiste. On a aussi de´termine´ l’expression
de la fonction ξ(r), qui e´tablit le lien entre la me´trique et l’interaction non-gravitationnelle
en question.
La prochaine e´tape sera consacre´e a` l’e´criture des e´quations d’ondes quantiques, pour
des particules de spin 0 et 1/2, e´voluant dans un space courbe, dote´ d’une me´trique de
Schwarzschild.
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Equations d’ondes quantiques dans
un espace courbe
Des e´quations d’ondes quantiques ont e´te´ e´tablies, dans le cadre de l’espace plat de
Minkowski. Celles-ci sont l’e´quation de Klein-Gordon pour des particules libres de spin 0,
et l’e´quation de Dirac pour des particules de spin 1/2. Ces e´quations d’ondes n’expriment,
en fait, que des proprie´te´s lie´es aux exigences ge´ne´rales de syme´trie spatio-temporelle (lois
de conservation). Elles ne permettent pas de rendre compte de l’interaction de plusieurs
particules, ou` les phe´nome`nes de la disparition et de la cre´ation des particules ont lieu.
Pour tenir compte de la cre´ation et disparition des particules, il faut recourir a` la seconde
quantification.
En me´canique quantique non relativiste, les relations d’incertitude d’Heisenberg im-
posent des restrictions fondamentales a` l’existence simultane´e des grandeurs, canonique-
ment conjugue´es, relatives a` un corpuscule. Une circonstance primordiale, dans le cadre de
la the´orie quantique non relativiste, permet d’introduire la notion de la fonction d’onde.
C’est le fait de pouvoir mesurer se´pare´ment chacune des variables dynamiques, lie´es a` un
corpuscule, avec une pre´cision arbitrairement grande, et ceci dans un laps de temps arbi-
trairement petit (mesure arbitrairement pre´cise et rapide). En the´orie quantique relativiste,
l’existence d’une vitesse limite (la vitesse de la lumie`re c) impose de nouvelles restrictions
fondamentales aux possibilite´s de mesure de diverses grandeurs dynamiques [32], de telle
sorte que les notions de localisation et d’impulsion d’une particule ne gardent rigoureu-
sement leurs sens que dans le cas des particules libres. Ainsi, dans le cadre de la the´orie
des champs quantiques on renonce a` toute description temporelle du phe´nome`ne d’interac-
tion des particules. Seules seront observables les caracte´ristiques des particules libres. On
conside`re que toute interaction entre particules peut se re´duire a` une collision de particules
libres, qui apre`s un temps suffisamment long (t→ +∞) et loin de la re´gion d’interaction,
peuvent eˆtre conside´re´es, a` nouveau, comme des particules libres. Les e´tats initiaux et
finaux, libres, sont de´termine´s par les e´quations d’ondes quantique cite´es ci-dessus.
Dans ce chapitre, on envisage d’e´crire des e´quations d’ondes quantiques, dans le cas
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d’une seule particule de spin 0 ou de spin 1/2, soumise a` un potentiel non-gravitationnel
V (r) et e´voluant dans un espace courbe. Attirons l’attention sur le fait que dans tout ce qui
suit, l’interaction gravitationnelle est ne´glige´e, vu qu’on s’inte´resse a` des syste`mes mettant
en jeu de tre`s petites masses. Ainsi, la courbure de l’espace-temps, dont il est question
ici, est cause´e par des interactions non gravitationnelles. Pour garantir que le nombre de
particules ne varie pas, on suppose que la particule est incapable d’interactions, avec le
champ, mettant en jeu une importante e´nergie, capable d’atteindre un seuil d’e´nergie de
cre´ation ou de disparition d’une quelconque autre particule [32].
Au lieu d’introduire l’interaction, a` laquelle est soumise la particule, sous forme d’un
champ exte´rieur, par des conside´rations de syme´trie 1(couplage minimal) [32], l’interaction
sera contenue dans la structure de l’espace-temps [23]. Celui-ci est affecte´ par le potentiel
non gravitationnel a` travers la fonction ξ(r) 2.
4.1 Equation d’onde pour une particule de spin 0
4.1.1 Etablissement de l’e´quation
On veut e´tablir l’e´quation d’onde quantique pour une particule sans spin. Celle-ci e´volue
sous l’influence d’un potentiel non gravitationnel, affectant la me´trique. La proce´dure a`
suivre est similaire a` celle utilise´e par Klein et Gordon, dans le cadre de l’espace plat
de Minkowski. Cette proce´dure est base´e sur l’utilisation de l’expression de l’invariant
relativiste (3.75), combine´e aux principes de correspondance (3.31),(3.36).
Conforme´ment a` (3.31), on peut e´crire :
E2 =
(
i~√
ξ(r)
)2
∂ 2
∂t 2
,
E2 =
−~2
ξ(r)
∂ 2
∂t 2
,
E2
ξ(r)
=
−~2
ξ2(r)
∂ 2
∂t 2
. (4.1)
Exprimons ensuite la meˆme grandeur pre´ce´dente, en utilisant (3.75),
E2
ξ(r)
=
[
ξ(r)P 2r +
P 2θ
r2
+
P 2φ
r2 sin2 θ
]
c2 +m20 c
4. (4.2)
1pour de´duire l’e´quation d’onde d’un e´lectron soumis a` un champ e´lectromagne´tique Aµ = (φ,
−→
A ),
l’invariance de jauge permet d’effectuer une transformation, sur l’e´quation de Dirac libre, dite couplage
minimal : Pµ → Pµ − qAµ
2voir (3.1) et (3.80)
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En de´finissant les composantes ordinaires de l’impulsion, conforme´ment a` (A.58) :
Pr =
√
ξ(r)Pr, (4.3)
Pθ =
Pθ
r
, (4.4)
Pφ =
Pφ
r sin θ
, (4.5)
alors, avec cette nouvelle notation, l’expression de l’invariant relativiste s’e´crit,
E2
ξ(r)
=
[
Pr
2
+ Pθ
2
+ Pφ
2
]
c2 +m20 c
4,
E2
ξ(r)
=
−→
P 2c2 +m20 c
4. (4.6)
En utilisant (3.36), l’expression pre´ce´dente se met sous forme,
E2
ξ(r)
= −~2c2
[√
ξ(r)
r2
∂
∂r
(
r2
√
ξ(r)
∂
∂r
)
+
1
r2 sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂
∂θ
)
+
1
r2 sin2 θ
∂2
∂φ2
]
+m20 c
4. (4.7)
Finalement, la combinaison de (4.1) et (4.7) permet d’e´crire l’e´quation d’onde pour une
particule de spin 0,{
−~2
ξ2(r)
∂2
∂t2
}
Ψ(−→r , t) =
{
− ~2c2
[√
ξ(r)
r2
∂
∂r
(
r2
√
ξ(r)
∂
∂r
)
+
1
r2 sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂
∂θ
)
+
1
r2 sin2 θ
∂2
∂φ2
]
+m20 c
4
}
Ψ(−→r , t).
(4.8)
En tenant compte de (3.37), l’e´quation pre´ce´dente peut e´galement se mettre sous la forme :{
−~2
ξ2(r)
∂2
∂t2
}
Ψ(−→r , t) =
{
− ~2c2
[√
ξ(r)
r2
∂
∂r
(
r2
√
ξ(r)
∂
∂r
)]
− ~2c2
−→
L 2
r2
+m20 c
4
}
Ψ(−→r , t). (4.9)
C’est l’e´quation d’onde quantique d’une particule, sans spin, e´voluant sous l’influence d’un
potentiel non gravitationnel V (r).
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4.1.2 Re´solution de l’e´quation
Pour proposer une solution de l’e´quation (4.9), on exploite le fait que l’hamiltonien de
notre syste`me physique commute avec l’ope´rateur carre´ du moment cine´tique orbital. En
effet, en utilisant, d’une part, l’expression (4.7) et, d’autre part, le fait que [r,
−→
L 2] = 0,
alors[
H2
ξ(r)
,
−→
L 2
]
=
[ {
− ~2c2
(√
ξ(r)
r2
∂
∂r
(
r2
√
ξ(r)
∂
∂r
))
− ~
2c2
−→
L 2
r2
+m20c
4
}
,
−→
L 2
]
= −~2c2
[√
ξ(r)
r2
∂
∂r
(
r2
√
ξ(r)
∂
∂r
)
,
−→
L 2
]
= 0,
ce qui implique, finalement, que [H,
−→
L 2] = 0. Ceci nous ame`ne a` de´duire que les deux
ope´rateurs H et
−→
L 2 posse`dent une base propre commune. Ainsi, on recherche les fonc-
tions propres de l’hamiltonien, parmi les fonctions propres de l’ope´rateur
−→
L 2, qui ve´rifie
l’e´quation aux valeurs propres suivante
−→
L 2Y mℓ (θ, φ) = ℓ(ℓ+ 1)~
2Y mℓ (θ, φ).
Donc, la partie angulaire de la fonction d’onde ve´rifiant l’e´quation d’onde (4.9) sera to-
talement de´termine´e. Dans le cas stationnaire, on choisit une fonction d’onde a` variables
se´pare´es, sous forme
Ψ(−→r , t) = U(r) Y mℓ (θ, φ) e−
iEt
~ , (4.10)
ou` U(r) est la partie radiale inconnue de la fonction d’onde. En remplac¸ant (4.10) dans
(4.9), on de´termine l’e´quation diffe´rentielle que satisfait cette fonction radiale :
E2
ξ2(r)
ψ(−→r , t) = − ~2c2 Y mℓ (θ, φ) e−
iEt
~
√
ξ(r)
r2
d
dr
(
r2
√
ξ(r)
d
dr
)
U(r)
+c2
U(r)
r2
e−
iEt
~
−→
L 2 Y mℓ (θ, φ) +m
2
0 c
4 ψ(−→r , t),
E2
ξ2(r)
ψ(−→r , t) = −~2c2 Y mℓ (θ, φ) e−
iEt
~
√
ξ(r)
r2
d
dr
(
r2
√
ξ(r)
d
dr
)
U(r)
+c2
U(r)
r2
e−
iEt
~ ℓ(ℓ+ 1)~2 Y mℓ (θ, φ) +m
2
0 c
4 ψ(−→r , t).
Une division des deux membres de l’e´quation par U(r) Y mℓ (θ, φ) e
− iEt
~ , donne
E2
ξ2(r)
U(r) = −~2c2
√
ξ(r)
r2
d
dr
(
r2
√
ξ(r)
d
dr
)
U(r) + ~2c2
ℓ(ℓ+ 1)
r2
U(r) +m20 c
4 U(r),
√
ξ(r)
r2
d
dr
(
r2
√
ξ(r)
d
dr
)
U(r) +
[
E2
~2c2 ξ2(r)
− m
2
0 c
2
~2
− ℓ(ℓ+ 1)
r2
]
U(r) = 0. (4.11)
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Finalement, l’e´quation diffe´rentielle que satisfait la partie radiale de la fonction d’onde,
s’e´crit [23]
ξ(r)
d2U
dr2
+
[
2 ξ(r)
r
+
1
2
dξ
dr
]
dU
dr
+
[
E2
~2c2 ξ2(r)
− m
2
0c
2
~2
− ℓ(ℓ+ 1)
r2
]
U(r) = 0. (4.12)
Remarquons que pour chaque syste`me physique, correspond une fonction ξ(r) qui de´pend
de l’e´nergie potentielle V (r). Apre`s le remplacement de la fonction ξ(r), relative au syste`me
en question, on re´sous l’e´quation diffe´rentielle.
4.2 Equation d’onde pour une particule de spin 1/2
4.2.1 Etablissement de l’e´quation
La prochaine e´tape consiste a` obtenir l’analogue de l’e´quation de Dirac pour une par-
ticule de spin 1/2. Dirac l’a fait dans le cas de l’espace-temps plat de Minkowski, alors
que l’e´quation qu’on veut obtenir est une e´quation d’onde dans un espace-temps courbe,
dote´ d’une me´trique similaire a` celle de Schwarzschild (3.1). La proce´dure adopte´e est de
prendre l’e´quation de Dirac et de remplacer la de´rive´e temporelle et les de´rive´es spatiales,
respectivement par (3.30) et (3.25). Ce sont des de´rive´es qui tiennent compte de la courbure
de l’espace-temps.
a. Hamiltonien de Dirac
Pour construire une e´quation d’onde quantique de´crivant une particule de spin 1/2,
Dirac a e´te´ guide´, dans le choix de son hamiltonien, par deux conside´rations physiques.
D’une part, il a voulu avoir une e´quation line´aire en ∂/∂t. Ainsi, la connaissance de l’e´tat
initial de la particule va permettre de de´terminer tous les e´tats ulte´rieurs. D’autre part, pour
garantir a` son e´quation d’eˆtre invariante par transformation de Lorentz (Rotation+boost),
la relativite´ impose a` ∂/∂t d’appartenir a` un quadrivecteur ∂µ(
−→∇, 1
c
∂
∂t
), ce qui implique
que l’hamiltonien est line´aire en
−→∇ ( ou en −→p ). Il propose un hamiltonien sous forme
H =
3∑
i=1
αi. pic︸︷︷︸
e´nergie
+β m0c
2︸ ︷︷ ︸
e´nergie
,
= −→α .−→p c+ β m0c2, (4.13)
ou` les 4 grandeurs β et αi sont des grandeurs sans dimensions.
Dirac a ensuite impose´ a` cet hamiltonien de ve´rifier les deux conditions suivantes :
1. En e´levant au carre´ l’hamiltonien, il faut retrouver l’expression de l’invariant relati-
viste,
H2 = −→p 2c2 +m20c4. (4.14)
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2. Hermicite´ de l’hamiltonien,
H = H+. (4.15)
Ces deux exigences conduisent a` montrer que les quatre grandeurs, sans dimension, sont
des matrices obe´issant a` une alge`bre de Clifford, de´finie par les relations :
{αi, αj} = 0 = {αi, β}, si i 6= j, (4.16)
α2i = β
2 = 1, (4.17)
α+i = αi , β
+ = β. (4.18)
L’expression de l’invariant relativiste,
E2 = c2
[
p 21 + p
2
2 + p
2
3
]
+m20 c
4. (4.19)
a pousse´ Dirac a` proposer un hamiltonien sous la forme
H = c (p1 α1 + p2 α2 + p3 α3) + β m0c
2. (4.20)
L’hamiltonien pre´ce´dent peut s’e´crire comme suit :
H = −→α .−→p c+ β m0c2, (4.21)
tel que −→p = p1 −→e1 + p2 −→e2 + p3 −→e3 . On impose a` l’hamiltonien, e´leve´ au carre´, de ve´rifier
(4.19). En effet :
H2 =
[
c
(
p1 α1 + p2 α2 + p3 α3
)
+ β m0c
2
]2
=
( 3∑
i=1
pi αi c+ β m0c
2
)( 3∑
j=1
pj αj c+ β m0c
2
)
=
(
p21 α
2
1 + p
2
2 α
2
2 + p
2
3 α
2
3
)
c2 +m20c
4 β2
+
[
c2 p1 p2 {α1, α2}+ c2 p1 p3 {α1, α3}+ c2 p2 p3 {α2, α3}
+m20 c
3
(
p1{α1, β}+ p2{α2, β}+ p3{α3, β}
)]
, (4.22)
ou` {A,B} = AB + BA est l’anticommutateur des deux grandeurs A et B. En admettant
les conditions suivantes :
α21 = α
2
2 = α
2
3 = β
2 = 1, (4.23)
{α1, α2} = {α1, α3} = {α2, α3} = {β, α1} = {β, α2} = {β, α3} = 0, (4.24)
alors, l’expression (4.22) se re´duit a` la relation
H2 =
(
p21 + p
2
2 + p
2
3
)
c2 +m20c
4.
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Cette relation est en parfait accord avec (4.19). De plus, en imposant a` l’hamiltonien d’eˆtre
hermitien
H = H+, (4.25)
on montre que les 4 matrices β, αi sont aussi hermitiennes{
αi = α
+
i
i = 1, 2, 3
, β = β+. (4.26)
On conclut, finalement, que ces 4 matrices figurant dans l’hamiltonien de Dirac (4.13)
ve´rifient une alge`bre de Clifford (4.16),(4.17) et (4.18).
b. De´termination de l’ordre des matrices β et αi
Avant d’e´crire l’e´quation d’onde de la particule de spin 1/2, e´voluant sous l’action
de l’interaction non-gravitationnelle, il est utile de de´terminer l’ordre des matrices figurant
dans l’hamiltonien (4.20). On suivra la proce´dure de´crite dans [33] et [34]. La de´termination
de l’ordre des matrices β et αi va permettre de de´duire le nombre de composantes du spineur
de´crivant l’e´tat d’une telle particule, dans le cas relativiste. Pour ce faire :
1. On de´termine les valeurs propres des matrices β , αi : i = 1, 2, 3.
L’e´quation aux valeurs propres, relative a` β (respectivement des αi) s’e´crit sous forme
β
−→
X = λ
−→
X.
Une deuxie`me application de β (respectivement des αi) donne, en tenant compte de
(4.17) :
β2
−→
X = λ β
−→
X ⇒ 1.−→X = λ2−→X
λ2 = 1 ⇒ λ = ±1.
Ainsi, les valeurs propres des matrices β et αi sont +1 ou −1.
2. On montre ensuite que les traces Tr(β) = Tr(αi) = 0. Pour ce faire, on va utiliser,
d’une part l’anticommutation des matrices en question, et d’autre part, les proprie´te´s,
bien connues
Tr(AB) = Tr(BA),
T r(λA) = λ Tr(A). (4.27)
En effet,
Tr(αi) = Tr(1.αi) = Tr(β
2 αi) = Tr
[
β(β αi)
]
= Tr
[
β(−αi β)
]
= −Tr[β(αi β)] = −Tr[(αi β)β] = −Tr[αi β2]
= −Tr(αi)
⇒ Tr(αi) = 0. (4.28)
Une de´monstration similaire peut se faire pour montrer que Tr(β) = 0.
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3. On va exploiter, d’une part, le fait que les matrices hermitiennes M sont diagonali-
sables, c’est-a`-dire il existe une matrice inversible S, telle que
SM S−1 =MD =


λ1 ... 0 ... 0
...
. . .
...
. . .
...
0 ... λi ... 0
...
. . .
...
. . .
...
0 ... 0 ... λn

 , (4.29)
ou` les λi sont les valeurs propres de M . D’autre part, l’e´galite´ des traces des deux
matrices M et MD est e´galement exploite´e. En effet,
Tr(M) = Tr
[
S−1(MDS)
]
= Tr
[
(MDS)S
−1
]
= Tr(MD).
Comme les matrices β et αi sont hermitiennes, conforme´ment a` (4.18), alors, il est
possible d’utiliser les proprie´te´s pre´ce´dentes, qui s’e´crivent dans le cas de β et αi
comme suit
Tr(β) = Tr(αi) = 0 ⇒ Tr(βD) = Tr
[
(αi)D
]
= 0
⇒
n∑
i=1
λi = 0
⇒ (1 + 1− 1 + ..− 1 + 1)︸ ︷︷ ︸
n termes
= 0.
Pour avoir une somme nulle, il faut que les +1 et les −1 se compensent comple`tement,
condition qui n’a lieu que si la dimension des matrices βD, (αi)D , ou encore (β et
αi), est paire, i.e. n = 2p.
Pour n = 2, une base des matrices complexes M2×2 est l’ensemble des matrices
de Pauli, en plus de l’identite´ {σ1, σ2, σ3, 1}. Dans ce cas, il n’y a pas de solution, car
confondre les αi avec les σi, conduit a` prendre ne´cessairement β = 1. Or β posse`de
une trace diffe´rente de 1 (Tr(1) = 2), ce qui est absurde.
Pour n = 4, il existe des solutions. Celles-ci s’e´crivent en repre´sentation standard
sous la forme
−→α =
(
0 −→σ−→σ 0
)
, β =
(
1 0
0 −1
)
, (4.30)
ou` 1 est la matrice identite´ (2× 2) et −→σ = −→e1 σ1 +−→e2 σ2 +−→e3 σ3. Les 3 matrices de
Pauli sont de´finies par
σ1 =
(
0 1
1 0
)
, σ2 =
(
0 −i
i 0
)
, σ3 =
(
1 0
0 −1
)
. (4.31)
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Donc finalement, on peut conclure que les matrices β et αi, figurant dans l’hamil-
tonien (4.20), sont d’ordre 4 × 4. Ainsi, la fonction d’onde, de´crivant l’e´tat d’une
particule de spin 1/2, est un spineur a` 4 composantes. Ce spineur permet de de´crire,
aussi bien, la particule que l’antiparticule de spin 1/2. En repre´sentation standard,
il est d’usage d’utiliser la notation condense´e suivante
ψ =
(
ϕ
χ
)
, (4.32)
ou` ϕ et χ sont deux spineurs a` deux composantes, de´crivant respectivement la par-
ticule et l’antiparticule.
c. Equation d’onde
Apre`s avoir de´termine´ l’hamiltonien de Dirac, re´pondant a` toutes les exigences phy-
siques, et posse´dant un principe de correspondance adapte´ a` la me´trique de Schwarzschild,
il est possible, a` pre´sent, de formuler une e´quation d’onde quantique pour une particule de
spin 1/2, soumise a` un potentiel non gravitationnel qui affecterait la me´trique. La proce´dure
consiste de reprendre l’e´quation de Dirac, initialement e´tablie dans un espace-temps plat
de Minkowski, et de remplacer, d’une part la de´rive´e temporelle par (3.30), et d’autre part
le gradient ”ordinaire” par (3.25). Les de´rive´es qu’on a remplace´ tiennent compte de la
courbure de l’espace-temps, provoque´e par le potentiel non-gravitationnel.
Dans un espace-temps de Minkowski, l’e´quation de Dirac s’e´crit sous la forme :(−→α .−→p c+ β m0c2) Ψ(−→r , t) = i~ ∂Ψ
∂t
,
En tenant compte de (3.14), l’e´quation de Dirac s’e´crit finalement :(
−i~c−→α .−→∇ + β m0c2
)
Ψ(−→r , t) = i~ ∂ψ
∂t
.
Par contre dans une me´trique de Schwarzschild, l’e´quation d’onde quantique pour une
particule de spin 1/2, e´voluant sous l’action d’un potentiel non-gravitationnel affectant la
me´trique, se de´duit de l’e´quation de Dirac pre´ce´dente comme suit :(−→α .−→P c+ β m0c2) Ψ(−→r , t) = i~∇0 Ψ(−→r , t),
ou`
−→
P et ∇0 sont donne´s respectivement par (3.27) et (3.30). En effectuant les remplace-
ments ne´cessaires, on peut e´crire finalement :
{
i~√
ξ(r)
∂
∂t
}
Ψ(−→r , t) ={
− i~c−→α .
[
−→er
√
ξ(r)
∂
∂r
+−→eθ 1
r
∂
∂θ
+−→eφ 1
r sin θ
∂
∂φ
]
+ βm0c
2
}
Ψ(−→r , t). (4.33)
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4.2.2 Re´solution de l’e´quation
a. Equation stationnaire
On s’inte´resse au cas stationnaire, pour lequel la fonction d’onde est de la forme
Ψ(−→r , t) = ψ(r, θ, φ) e− iEt~ . (4.34)
Pour de´terminer l’e´quation d’onde stationnaire, remplac¸ons (4.34) dans (4.33). En effet,{
i~√
ξ(r)
∂
∂t
}
ψ(r, θ, φ) e−
iEt
~ =
(
−→α .−→P c+ βm0c2
)
Ψ(−→r , t).
Appliquons la de´rive´e temporelle et divisons les deux membres par e−
iEt
~
E√
ξ(r)
ψ(r, θ, φ) =
(
−→α .−→P c+ βm0c2
)
ψ(r, θ, φ),
ce qui donne, apre`s simplification{(−→α .−→P c)+ βm0c2 − E√
ξ(r)
}
ψ(r, θ, φ) = 0. (4.35)
Finalement, en tenant compte de (3.26), l’e´quation d’onde stationnaire d’une particule de
spin 1/2, e´voluant dans un espace courbe s’e´crit{
− i~c
[
αr
√
ξ(r)
∂
∂r
+ αθ
1
r
∂
∂θ
+ αφ
1
r sin θ
∂
∂φ
]
+ βm0c
2 − E√
ξ(r)
}
ψ(r, θ, φ) = 0.
(4.36)
En repre´sentation matricielle standard, l’e´quation (4.36) se met sous la forme{(
0 σ1
σ1 0
)√
ξ(r)Pr c+
(
0 σ2
σ2 0
)
Pθ c
r
+
(
0 σ3
σ3 0
)
Pφ c
r sin θ
+
(
1 0
0 −1
)
m0c
2 −
(
1 0
0 1
)
E√
ξ(r)
}(
ϕ
χ
)
=
(
ϕ
χ
)
,
(4.37)
ou encore,

m0c
2 − E√
ξ(r)
σ1.
√
ξ(r)cPr + σ2.
cPθ
r
+ σ3.
cPφ
r sin θ
σ1.
√
ξ(r)cPr + σ2.
cPθ
r
+ σ3.
cPφ
r sin θ
−m0c2 − E√
ξ(r)




ϕ
χ

 =


0
0

 .
(4.38)
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Finalement, en repre´sentation standard, l’e´quation d’onde stationnaire pour une particule
de spin 1/2, e´voluant sous l’action d’un potentiel non gravitationnel, s’e´crit

m0c
2 − E√
ξ(r)
−→σ .−→P c
−→σ .−→P c −m0c2 − E√
ξ(r)




ϕ
χ

 =


0
0

 . (4.39)
C’est l’ensemble de deux e´quations reliant les deux spineurs ϕ et χ :(
E√
ξ(r)
−m0c2
)
ϕ = c−→σ .−→P χ, (4.40)
(
E√
ξ(r)
+m0c
2
)
χ = c−→σ .−→P ϕ. (4.41)
Il est possible de montrer que (4.40) et (4.41) sont e´quivalentes. En effet, d’apre`s (4.40)
ϕ =
c−→σ .−→P(
E√
ξ(r)
−m0c2
) χ,
en remplac¸ant l’expression de ϕ dans (4.41), alors(
E√
ξ(r)
−m0c2
)(
E√
ξ(r)
+m0c
2
)
χ = c2 (−→σ .−→P )2 χ(
E2
ξ(r)
−m20c4
)
= c2
(−→
P 2 + i−→σ .(−→P ×−→P︸ ︷︷ ︸
=0
)
)
E2
ξ(r)
= c2
−→
P 2 +m20c
4. (4.42)
Cette relation n’est autre que l’expression de l’invariant relativiste (4.6). Il est clair que
chaque composante du spineur ψ, de´crivant la particule de spin 1/2 dans le cas relativiste,
ve´rifie l’e´quation de la particule de spin 0.
b. Proposition d’une solution
Dans un mouvement a` champ central sont conserve´s le moment orbital et la parite´
(par rapport au centre du champ, pris comme origine des coordonne´es). Ceci nous incite a`
chercher la fonction d’onde des e´tats stationnaires, dans la repre´sentation standard, sous
forme3 [32]
ψ =
(
ϕ
χ
)
=
(
f(r) Ωj ℓm
(−1) 1+ℓ−ℓ
′
2 g(r) Ωj ℓ ′ m
)
, (4.43)
3Voir l’annexe (Chapitre B) pour plus de pre´cisions sur les arguments physiques permettant de justifier
cette forme de solution
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ou` les moments cine´tiques orbitaux sont relie´s au moment cine´tique total j, par la condi-
tion : {
ℓ = j ± 1/2,
ℓ
′
= 2j − ℓ. (4.44)
Les Ωj ℓm et Ωj ℓ ′ m sont des spineurs sphe´riques, de´finis par une certaine combinaison
line´aire d’harmoniques sphe´riques et des vecteurs propres des matrices de Pauli (voir (B.1)).
En fait, un spineur sphe´rique est la fonction d’onde de´crivant une particule libre de spin 1/2
et ayant un moment cine´tique orbital ℓ. Dans le cas qui nous concerne, ces deux spineurs
sont relie´s par l’expression suivante [32]
Ωj ℓ ′ m = i
ℓ−ℓ
′
(
−→σ .
−→r
r
)
Ωj ℓm, (4.45)
Il faut de´terminer les fonctions f(r) et g(r), repre´sentant la partie radiale du spineur,
de´crivant une particule de spin 1/2. Pour ce faire, remplac¸ons (4.43) dans (4.40). En effet,
(
E√
ξ(r)
−m0c2
)
f(r) Ωj ℓm = c (
−→σ .−→P )(−1) 1+ℓ−ℓ
′
2 g(r)
[
iℓ−ℓ
′
(
−→σ .
−→r
r
)
Ωj ℓm
]
= c (−i)(−→σ .−→P )(−→σ .−→r ) g(r)
r
Ωj ℓm. (4.46)
Pour de´terminer l’expression du second membre de l’e´quation pre´ce´dente, il faut calculer
le double produit scalaire (−→σ .−→P )(−→σ .−→r ). Pour ce faire, rappelons que les matrices de Pauli
ve´rifient les relations d’anticommutation et de commutation suivantes [32] :
σi σj + σj σi = 2δij (4.47)
σi σj − σj σi = 2i
3∑
k=1
ǫi j k σk (4.48)
La somme membre a` membre, des deux e´quations pre´ce´dentes, nous permet d’avoir l’ex-
pression du produit de deux matrices de Pauli,
σi σj = δij + i
3∑
k=1
ǫi j k σk. (4.49)
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A` pre´sent, il est possible de calculer (−→σ .−→P )(−→σ .−→r ). En effet,
(−→σ .−→P )(−→σ .−→r ) =
3∑
i=1
3∑
j=1
(σi.Pi)(σj .rj)
=
3∑
i=1
3∑
j=1
Pi rj(σi σj)
=
3∑
i=1
3∑
j=1
Pi rj
(
δij + i
3∑
k=1
ǫi j k σk
)
=
3∑
i=1
Pi ri + i
3∑
i=1
3∑
j=1
3∑
k=1
σk ǫ
i j k Pi rj
=
3∑
i=1
Pi ri + i
3∑
k=1
σk(
−→
P ×−→r )k
=
−→
P .−→r + i−→σ .(−→P ×−→r ). (4.50)
Donc l’e´quation (4.46) peut s’e´crire sous forme :(
E√
ξ(r)
−m0 c2
)
f(r) Ωj ℓm = c (−i)

−→P .−→r + i−→σ .(−→P ×−→r︸ ︷︷ ︸
−
−→
L
)

 g(r)
r
Ωj ℓm
= c (−i)
[−→
P .−→r − i−→σ .−→L
] g(r)
r
Ωj ℓm, (4.51)
ou`
−→
L repre´sente le moment cine´tique orbital. Il reste a` de´terminer, d’une part, l’action de
(
−→
P .−→r ) sur la fonction g(r)/r, et d’autre part, l’action de (i−→σ .−→L ) sur Ωj ℓm.
Commenc¸ons par la de´termination de l’action de (
−→
P .−→r ) sur g(r)/r. Pour ce faire, attirons
l’attention sur le fait que −→r et −→P ne commutent pas. Pour pouvoir faire agir l’ope´rateur −→P
sur la fonction g(r)/r, il faut utiliser les relations de commutations. Celles-ci sont clairement
e´tablies en coordonne´es carte´siennes, ou` on peut e´crire
−→
P .−→r = Px.x+ Py.y + Pz.z
= x.Px −
[
x, Px
]
+ y.Py −
[
y, Py
]
+ z.Pz −
[
z, Pz
]
= x.Px + y.Py + z.Pz − 3i~
= −→r .−→P − 3i~ (4.52)
De plus, conforme´ment a` (A.59), le meˆme produit scalaire, s’e´crit
−→r .−→P =
3∑
i=1
ri.Pi,
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donc l’action de −→r .−→P sur la fonction g(r)/r s’exprime sous forme,
(−→r .−→P ) (g(r)
r
)
=
(
r1 P1 + r2 P2 + r3 P3
) (g(r)
r
)
=
(
r1 P1
) (g(r)
r
)
, (4.53)
car les ope´rateurs P2 et P3 sont de´finis, respectivement, par des de´rive´es relatives a` θ et φ,
de sorte que
P2
(
g(r)
r
)
∼ ∂
∂θ
(
g(r)
r
)
= 0,
P3
(
g(r)
r
)
∼ ∂
∂φ
(
g(r)
r
)
= 0.
Ainsi, (−→r .−→P ) (g(r)
r
)
=
r√
ξ(r)
[
−i~
√
ξ(r)
∂
∂r
(
g(r)
r
)]
= −i~
(
dg
dr
− g(r)
r
)
. (4.54)
Finalement, l’action de (
−→
P .−→r ) sur la fonction g(r)/r est comple`tement de´termine´e. Elle
s’e´crit, (−→
P .−→r
) (g(r)
r
)
=
(−→r .−→P − 3i~) (g(r)
r
)
= −i~
(
dg
dr
− g(r)
r
)
− 3i~ g(r)
r
. (4.55)
De´terminons, ensuite, l’action de (−→σ .−→L ) sur Ωj ℓm. Pour cela, d’apre`s (B.10), il est possible
d’exprimer les matrices de Pauli en fonction du spin, ce qui se traduit par(−→σ .−→L) Ωj ℓm = ~−1 (2−→S .−→L) Ωj ℓm. (4.56)
Le moment cine´tique total est la somme du moment cine´tique orbital et spin, en effet
−→
J =
−→
L +
−→
S ⇒ −→J 2 = −→L 2 +−→S 2 + 2−→L .−→S (4.57)
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D’apre`s (4.57), l’expression (4.56) se met sous la forme :(−→σ .−→L) Ωj ℓm = ~−1 [−→J 2 −−→L 2 −−→S 2] Ωj ℓm
= ~−1~2
[
j(j + 1)− l(l + 1)− 1
2
(
1
2
+ 1
)]
Ωj ℓm
= ~
[
j(j + 1)− l(l + 1)− 3
4
]
Ωj ℓm
=
{
~ (j − 1/2) Ωj ℓm pour : ℓ = j − 1/2,
~ (−j − 3/2) Ωj ℓm pour : ℓ = j + 1/2. (4.58)
Pour unifier l’e´criture pour ℓ = j ± 1/2, il est commode d’introduire la notation [32]
x =
{
− (j + 1/2) = −(ℓ + 1) pour : j = ℓ+ 1/2,
+ (j + 1/2) = ℓ pour : j = ℓ− 1/2. (4.59)
Avec cette nouvelle notation, on peut e´crire de fac¸on condense´e(−→σ .−→L) Ωj ℓm = −(1 + x)~ Ωj ℓm. (4.60)
Finalement, en tenant compte des deux e´tapes interme´diaires pre´ce´dentes, c’est-a`-dire
d’apre`s (4.55) et (4.60), l’e´quation (4.51) s’e´crit :(
E√
ξ(r)
−m0 c2
)
f(r) Ωj ℓm = (−i)c
[
− i~
(
dg
dr
− g(r)
r
)
− 3i~ g(r)
r
+ i~ (1 + x)
g(r)
r
]
Ωj ℓm
(
E√
ξ(r)
−m0 c2
)
f(r) Ωj ℓm = −~ c
[
dg
dr
+
(1− x)
r
g
]
Ωj ℓm(
E√
ξ(r)
−m0 c2
)
f(r) = −~ c
[
dg
dr
+
(1− x)
r
g
]
,
on aboutit a` l’e´quation diffe´rentielle suivante
dg
dr
+
(1− x)
r
g = − 1
~ c
(
E√
ξ(r)
−m0 c2
)
f(r) (4.61)
Au lieu de refaire le meˆme calcul pour retrouver la deuxie`me e´quation diffe´rentielle
(remplacer (4.43) dans (4.41) et refaire des calculs similaires), on peut de´duire la deuxie`me
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e´quation a` partir de (4.61). En effet, en comparant (4.40) et (4.41), on s’aperc¸oit qu’il suffit
d’effectuer les transformations suivantes [32] :
f → g, g → −f, m0 → −m0, ℓ→ ℓ ′, x→ −x. (4.62)
ainsi, la seconde e´quation diffe´rentielle s’exprime comme suit
df
dr
+
(1 + x)
r
f =
1
~ c
(
E√
ξ(r)
+m0 c
2
)
g(r) (4.63)
Finalement, les deux fonctions radiales ve´rifient le syste`me d’e´quations diffe´rentielles couple´es
suivant [23] : 

df
dr
+
(1 + x)
r
f =
1
~ c
(
E√
ξ(r)
+m0 c
2
)
g(r)
dg
dr
+
(1− x)
r
g = − 1
~ c
(
E√
ξ(r)
−m0 c2
)
f(r)
(4.64)
Pour un syste`me physique donne´, on remplace la fonction ξ(r) relative au proble`me en
question. La re´solution du syste`me d’e´quations diffe´rentielles couple´es va permettre de
de´terminer la partie radiale de l’e´tat d’une particule de spin 1/2.
Attirons l’attention sur le fait que C.C.Barros, dans [23], ne retrouve pas exactement
le syste`me (4.64). Il retrouve plutoˆt le syste`me d’e´quations suivant :

√
ξ(r)
df
dr
+
(1 + x)
r
f =
1
~ c
(
E√
ξ(r)
+m0 c
2
)
g(r)
√
ξ(r)
dg
dr
+
(1− x)
r
g = − 1
~ c
(
E√
ξ(r)
−m0 c2
)
f(r)
(4.65)
On remarque qu’il y a un coefficient supple´mentaire, par rapport a` (4.64), dans chaque
e´quation diffe´rentielle. C’est le facteur
√
ξ(r).
4.3 Conclusion
Dans ce chapitre, deux e´quations d’ondes quantiques, pour une particule sans spin et
une particule de spin 1/2, ont e´te´ e´tablies. Ces particules sont soumises a` un potentiel
non gravitationnel affectant la me´trique de l’espace-temps. Dans ce travail, la me´trique de
Schwarzschild a e´te´ adopte´e. Dans cette nouvelle approche, au lieu d’introduire l’interaction
de la particule avec le champ par des conside´rations de syme´trie (couplage minimal), l’in-
teraction est contenue dans la structure de l’espace-temps. On montre, par la suite, qu’on
52
chapitre 4 Equations d’ondes quantiques dans un espace courbe
retrouve des e´quations identiques a` celles obtenues par couplage minimal, apre`s avoir ef-
fectue´ certaines approximations. Dans le cas stationnaire, une me´thode de re´solution, base´e
sur une se´paration de variables, a e´te´ propose´e pour les deux e´quations d’ondes quantiques.
Le prochain chapitre sera consacre´ a` l’application de la nouvelle the´orie a` deux syste`mes :
l’atome d’hydroge`ne et l’oscillateur harmonique isotrope a` 3 dimensions. Ces deux syste`mes
offrent l’avantage d’eˆtre totalement de´crits par la the´orie de la me´canique quantique, ce
qui va permettre de ve´rifier la validite´ de la nouvelle approche.
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Dans ce chapitre, une application a` l’atome d’hydroge`ne est envisage´e [23]. Ce syste`me
physiques offre l’avantage d’eˆtre totalement de´crit par la the´orie de la me´canique quantique
habituelle, ce qui va permettre de tester la validite´ de la nouvelle approche, propose´e par
Barros. Le test consiste a` de´crire une particule de spin 1/2, par le biais de l’e´quation d’onde
quantique (4.33). Une telle particule est plonge´e dans un potentiel non gravitationnel af-
fectant la me´trique de l’espace-temps.
5.1 Application a` l’atome d’hydroge`ne
Dans cette section, nous e´tudions la validite´ de l’approche de Barros a` un syste`me
pour lequel la solution est parfaitement e´tablie, c’est l’atome d’hydroge`ne. L’originalite´ de
l’approche de Barros re´side dans le fait de supposer que l’interaction non gravitationnelle
affecte la structure de l’espace temps. Ainsi, dans cette application la courbure de l’espace-
temps n’est pas due a` l’interaction gravitationnelle qui s’exerce entre l’e´lectron et le proton,
mais elle est due a` l’interaction e´lectromagne´tique. En fait l’interaction gravitationnelle est
ne´glige´e dans ce cas, car les masses de l’e´lectron (me) et du proton (mp) sont tre`s petites.
L’e´lectron est soumis a` un potentiel coulombien a` syme´trie sphe´rique :
V (r) = − αZ
r
, (5.1)
ou` Z est le nume´ro atomique (dans le cas de l’atome d’hydroge`ne Z = 1) et la constante
α est le produit de la charge du proton par la charge de l’e´lectron par (1/4πε0), tel que
α = e2/4πε0.
A` partir de l’expression de l’e´nergie potentielle pre´ce´dente, on de´termine l’expression
de la fonction ξ(r), qui s’e´crit conforme´ment a` (3.80) dans le cas de l’atome d’hydroge`ne,
ξep(r) =
(
1− αZ
mec2r
)2
. (5.2)
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C’est a` travers cette fonction que l’interaction coulombienne e´lectron-proton V (r) affecte
la structure de l’espace-temps.
On appelle rayon de Schwarzschild rs, le rayon pour lequel la me´trique de Schwarzschild
est ”brise´e” (ou n’est plus valable). Le rayon de Schwarzschild est de´fini par la condition
ξ(rs) = 0, ce qui conduit a` une infinite´ dans l’expression de la me´trique (3.1). Alors que
dans la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale, le rayon de Schwarzschild est toujours ne´gligeable
par rapport aux dimensions de la source du champ ( par exemple pour le soleil rs =
2.95Km ≪ rSoleil), par contre pour l’atome d’hydroge`ne, il ne peut plus eˆtre ne´glige´. En
effet [23],
ξep(r) = 0 ⇒ rs = α
mec2
= 2.818 fm,
le rayon de Schwarzschild de l’atome d’hydroge`ne est comparable au rayon classique de
l’e´lectron. Cette circonstance est exploite´e pour e´tudier le confinement des quarks [25].
Pour e´tudier le cas inte´rieur r < rs, il faut tenir compte du tenseur e´nergie-impulsion Tµν ,
de´termine´ par la charge et la distribution de la matie`re a` l’inte´rieur de la source du champ
[24, 26].
Pour de´terminer les niveaux d’e´nergie de l’atome d’hydroge`ne, on s’inte´resse dans ce qui
suit au cas r > rs. Rappelons qu’en the´orie quantique relativiste ”habituelle”, ces niveaux
d’e´nergie sont donne´s par l’expression [32] :
En
me c2
=

1 +
(
Z α
~c
)2( √
x2 − (Z α
~c
)2
+ n
)2


−1/2
, (5.3)
telle que n est un entier et x est de´fini par (4.59).
Le test consiste a` de´crire l’e´lectron e´voluant sous l’influence du potentiel coulombien
(5.1), cre´e par le proton du noyau. Une telle description se fait par le biais de l’e´quation
d’onde quantique (4.33), et il faudrait rechercher les niveaux d’e´nergie et les comparer a`
(5.3).
L’e´lectron est de´crit par le spineur a` 4 composantes (4.43). L’injection d’une telle forme
de solution dans l’e´quation quantique (4.33), permet de retrouver un syste`me d’e´quation
diffe´rentielles couple´es (4.64). La re´solution d’un tel syste`me d’e´quations permet de de´terminer
les fonctions f(r) et g(r), qui de´finissent comple`tement la partie radiale de la fonction
d’onde de l’e´lectron, et permet aussi de de´terminer les e´nergies de l’atome d’hydroge`ne.
Dans le but de re´soudre le syste`me d’e´quation diffe´rentielles (4.64), e´crit pour le cas de
l’atome d’hydroge`ne, on effectue un certain nombre d’approximations qui nous permettent
d’aboutir a` des e´quations identiques a` celles obtenues pour l’e´tude de l’atome d’hydroge`ne
par l’e´quation de Dirac. A` partir de ce moment, on propose une me´thode base´e sur la
re´solution par des se´ries pour retrouver les niveaux d’e´nergie (5.3).
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5.1.1 Approximations
En tenant compte de l’expression de la fonction ξep(r) (5.2), alors le syste`me d’e´quations
diffe´rentielle (4.64) s’e´crit, dans le cas de l’atome d’hydroge`ne, sous la forme suivante :
df
dr
+
(1 + x)
r
f =
1
~ c
[
E
1 + V (r)
E0
+me c
2
]
g(r), (5.4)
dg
dr
+
(1− x)
r
g = − 1
~ c
[
E
1 + V (r)
E0
−me c2
]
f(r), (5.5)
ou` E0 = mec
2 repre´sente l’e´nergie au repos de l’e´lectron.
L’approximation qu’on va effectuer est base´e sur le fait que l’e´nergie potentielle V (r)
est tre`s petite par rapport a` l’e´nergie au repos E0, de sorte que
ε =
V (r)
E0
≪ 1.
Il est donc possible de faire un de´veloppement limite´ en puissances de ε. On se contente a`
un de´veloppement a` l’ordre 1,
1
1− ε ≃ 1 + ε+O(ε
2).
En utilisant un tel de´veloppement, l’e´quation (5.4) s’e´crit comme suit :
df
dr
+
(1 + x)
r
f ≃ 1
~ c
[
E
(
1− V (r)
E0
)
+me c
2
]
g(r)
≃ 1
~ c
(
E − E V (r)
E0
+me c
2
)
g(r). (5.6)
De meˆme, l’e´quation (5.5) s’e´crit aussi sous la forme :
dg
dr
+
(1− x)
r
g ≃ − 1
~ c
[
E
(
1− V (r)
E0
)
−me c2
]
f(r)
≃ − 1
~ c
(
E − E V (r)
E0
−me c2
)
f(r). (5.7)
Dans la the´orie de Dirac, on s’inte´resse a` des e´nergies E d’ordre de grandeur comparable
a` l’e´nergie au repos E0, de sorte que E/E0 ∼ 1 (lower moments). Les e´quations (5.6) et
(5.7) se re´duisent alors pour former le syste`me d’e´quations diffe´rentielles suivant :

df
dr
+
(1 + x)
r
f =
1
~ c
(
E − V (r) +me c2
)
g(r),
dg
dr
+
(1− x)
r
g = − 1
~ c
(
E − V (r)−me c2
)
f(r),
(5.8)
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Ce syste`me d’e´quations est identique au syste`me d’e´quations obtenu pour de´crire l’e´lectron
de l’atome d’hydroge`ne par le biais de la the´orie de Dirac. (Voir [32])
A` partir de ce moment, on peut affirmer que le test de la nouvelle approche de Barros
pour la description de l’atome d’hydroge`ne est concluant. En effet, moyennant certaines
approximations, on a pu retrouver les meˆmes e´quations que celles retrouve´es par le biais
de la the´orie de Dirac. On peut, ainsi, conclure que la nouvelle approche de Barros permet
de de´crire correctement l’atome d’hydroge`ne.
5.1.2 Re´solution du syste`me d’e´quations diffe´rentielles couple´es
Dans le but de de´terminer les niveaux d’e´nergie de l’atome d’hydroge`ne, il faut re´soudre
le syste`me d’e´quations diffe´rentielles couple´es (5.8). Pour ce faire, nous optons pour une
re´solution par la me´thode des se´ries. Avant de le faire, effectuons le changement de variable
suivant,
ρ = β r, (5.9)
ou` β est un parame`tre ajustable qui sera de´termine´ ulte´rieurement. Avec ce changement
de variable, le syste`me d’e´quation (5.8) s’e´crit sous forme :
df
dρ
+ (1 + x)
f
ρ
=
(
E +me c
2
~ c β
)
g −
(
V (ρ)
~ c β
)
g, (5.10)
dg
dρ
+ (1 + x)
g
ρ
= −
(
E −me c2
~ c β
)
f −
(
V (ρ)
~ c β
)
f. (5.11)
Proposons des solutions sous forme de se´ries de type Frobinius [23] :
f =
N∑
n=0
an ρ
n+s e−ρ, (5.12)
g =
N∑
n=0
bn ρ
n+s e−ρ, (5.13)
ou` s est un autre parame`tre ajustable, a` de´terminer ulte´rieurement. En fait, l’introduction
des parame`tres β et s permet d’avoir un e´ventail de solutions tre`s large. Pour pouvoir
exploiter les solutions pre´ce´dentes dans les e´quations (5.10) et (5.11), calculons d’abord les
de´rive´es premie`res. Elles sont donne´es par les expressions suivantes :
df
dρ
=
N∑
n=0
an
[
(n+ s) ρn+s−1 − ρn+s] e−ρ, (5.14)
dg
dρ
=
N∑
n=0
bn
[
(n+ s) ρn+s−1 − ρn+s] e−ρ. (5.15)
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En tenant compte de (5.12), (5.13) et (5.14), alors l’e´quation diffe´rentielle (5.10) s’e´crit
sous la forme alge´brique suivante,
N∑
n=0
an
[
(n + s) ρn+s−1 − ρn+s
]
e−ρ + (1 + x)
N∑
n=0
an ρ
n+s−1 e−ρ
=
(
E +me c
2
~ c β
) N∑
n=0
bn ρ
n+s e−ρ +
(
αZ
~ c
) N∑
n=0
bn ρ
n+s−1 e−ρ. (5.16)
En regroupant les termes de meˆme puissance en exponentielle, l’expression pre´ce´dente se
met sous la forme,
N∑
n=0
ρn+s−1
[
an [(n+ s) + (1 + x)]− bn
(
αZ
~ c
)]
−
N∑
n=0
ρn+s
[
an + bn
(
E +me c
2
~ c β
)]
= 0 . (5.17)
De la meˆme fac¸on, en tenant compte de (5.12), (5.13) et (5.15), l’e´quation diffe´rentielle
(5.11) s’e´crit sous la forme alge´brique suivante,
N∑
n=0
bn
[
(n+ s) ρn+s−1 − ρn+s
]
e−ρ + (1− x)
N∑
n=0
bn ρ
n+s−1 e−ρ
= −
(
E −me c2
~ c β
) N∑
n=0
an ρ
n+s e−ρ −
(
αZ
~ c
) N∑
n=0
an ρ
n+s−1 e−ρ, (5.18)
ou encore,
N∑
n=0
ρn+s−1
[
bn [(n + s) + (1− x)] + an
(
αZ
~ c
)]
−
N∑
n=0
ρn+s
[
bn − an
(
E −me c2
~ c β
)]
= 0 . (5.19)
Donc le syste`me d’e´quations diffe´rentielles forme´ par (5.10) et (5.11) s’e´crit sous la forme
alge´brique suivante :
N∑
n=0
ρn+s−1
[
an [(n+ s) + (1 + x)]− bn
(
αZ
~ c
)]
−
N∑
n=0
ρn+s
[
an + bn
(
E +me c
2
~ c β
)]
= 0 , (5.20)
N∑
n=0
ρn+s−1
[
bn [(n+ s) + (1− x)] + an
(
αZ
~ c
)]
−
N∑
n=0
ρn+s
[
bn − an
(
E −me c2
~ c β
)]
= 0 .(5.21)
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Pour pouvoir ”connecter” les deux se´ries
N∑
n=0
ρn+s−1(...) et
N∑
n=0
ρn+s(...), qui figurent dans
les deux e´quations (5.20) et (5.21), effectuons le changement d’indices qui suit :

n = n
′ − 1 =⇒ n′ = n+ 1,
ρn+s = ρn
′
+s−1,
n : 0→ N =⇒ n′ : 1→ N + 1.
Avec ces transformations, les e´quations (5.20) et (5.21) s’e´crivent sous la forme,
N∑
n=0
ρn+s−1
[
an [(n+ s) + (1 + x)]− bn
(
αZ
~ c
)]
−
N+1∑
n′=1
ρn
′
+s−1
[
an′−1 + bn′−1
(
E +me c
2
~ c β
)]
= 0 , (5.22)
N∑
n=0
ρn+s−1
[
bn [(n+ s) + (1− x)] + an
(
αZ
~ c
)]
−
N+1∑
n′=1
ρn
′
+s−1
[
bn′−1 − an′−1
(
E −me c2
~ c β
)]
= 0 . (5.23)
Il est maintenant possible d’e´crire chacune des deux e´quations pre´ce´dentes sous forme d’une
seule se´rie. Pour ce faire, il faut e´crire les termes supple´mentaires de chaque se´rie ; le terme
en n = 0 pour la premie`re se´rie et le terme en n
′
= N + 1 pour la deuxie`me se´rie. Les
e´quations (5.22) et (5.23) se mettent finalement sous la forme :
ρs−1
[
a0 [s+ (1 + x)]− b0
(
αZ
~ c
)]
− ρN+s
[
aN + bN
(
E +me c
2
~ c β
)]
+
N∑
n=1
ρn+s−1
[
an [(n+ s) + (1 + x)]− bn
(
αZ
~ c
)
− an−1 − bn−1
(
E +me c
2
~ c β
)]
= 0, (5.24)
ρs−1
[
b0 [s+ (1− x)] + a0
(
αZ
~ c
)]
− ρN+s
[
bN − aN
(
E −me c2
~ c β
)]
+
N∑
n=1
ρn+s−1
[
bn [(n + s) + (1− x)] + an
(
αZ
~ c
)
− bn−1 + an−1
(
E −me c2
~ c β
)]
= 0. (5.25)
Les e´quations (5.24) et (5.25) sont vraies si et seulement si tous les coe´fficients qui
accompagnent les puissances de ρ sont nuls. On de´duit, ainsi d’une part, les conditions
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initiales suivantes :
a0
[
s+ (1 + x)
]
− b0
(
αZ
~ c
)
= 0, (5.26)
b0
[
s+ (1− x)
]
+ a0
(
αZ
~ c
)
= 0, (5.27)
aN + bN
(
E +me c
2
~ c β
)
= 0, (5.28)
bN − aN
(
E −me c2
~ c β
)
= 0, (5.29)
et d’autre part, les relations de re´currences suivantes :
an
[
(n+ s) + (1 + x)
]
− bn
(
αZ
~ c
)
− an−1 − bn−1
(
E +me c
2
~ c β
)
= 0, (5.30)
bn
[
(n+ s) + (1− x)
]
+ an
(
αZ
~ c
)
− bn−1 + an−1
(
E −me c2
~ c β
)
= 0, (5.31)
tel que n = 1, .., N .
La prochaine e´tape consiste a` de´terminer les parame`tres s et β, introduits dans le but
d’avoir une plus grande flexibilite´ dans le choix de la forme des solutions.
a. De´termination du parame`tre s
La de´termination du parame`tre s figurant dans les solutions (5.12) et (5.13), se fait
par le biais du syste`me d’e´quations line´aires (5.26) et (5.27). Un tel syste`me n’admet de
solution non triviale que si et seulement si le de´terminant du syste`me est nul,∣∣∣∣∣∣
s+ (1 + x) − (αZ
~c
)
(
αZ
~c
)
s+ (1− x)
∣∣∣∣∣∣ = 0.
Donc, pour assurer que a0 6= 0 et b0 6= 0, le parame`tre s doit ve´rifier l’e´quation du second
degre´ en s suivante,
(s+ 1)2 − x2 +
(
αZ
~ c
)2
= 0. (5.32)
Pour avoir une fonction d’onde convergente au voisinage de 0, ψ(r ∼ 0) = 0, il faut que
les fonctions d’ondes radiales f(ρ ∼ 0) et g(ρ ∼ 0) soient e´galement convergentes. Pour ce
faire, on ne retient que la valeur
s = −1 +
√
x2 −
(
αZ
~ c
)2
. (5.33)
En fait, la valeur ne´gative s = −1 −
√
x2 − (αZ
~c
)2
, conduit a` une infinite´, f(ρ ∼ 0) =
(a0 ρ
s + a1 ρ
s+1 + ...) e−ρ −→∞.
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b. De´termination du parame`tre β
Le parame`tre (β) a e´te´ introduit dans le changement de variable (5.9) et il sera choisi de
telle sorte a` avoir aN 6= 0 et bN 6= 0. Pour ce faire, remarquons que le syste`me d’e´quations
line´aires forme´ par (5.28) et (5.29), n’admet de solution non triviale que si et seulement si
son de´terminant est nul, ∣∣∣∣∣∣
1
(
E+me c2
~c β
)
−
(
E−me c2
~c β
)
1
∣∣∣∣∣∣ = 0. (5.34)
Cette condition conduit a` la relation,
β2 =
(me c
2 )
2 − E2
(~ c)2
. (5.35)
Comme r > 0, on voudrait bien que la nouvelle variable soit aussi positive ρ > 0, alors on
opte pour la valeur positive,
β =
1
~ c
√
(me c 2 )
2 − E2. (5.36)
c. De´termination de l’e´nergie EN
Conside´rons les relations de re´currence (5.30) et (5.31). Connaissant les coefficients a0
et b0 (donne´s par un choix arbitraire), il est possible de de´terminer les coefficients a1 et b1.
De manie`re plus ge´ne´rale, la connaissance des coefficients (an−1, bn−1) permet de de´terminer
les coefficients (an, bn). Pour de´terminer an et bn en fonction de an−1 et bn−1, re´e´crivons les
relations de re´currences (5.30) et (5.31) sous la forme d’un syste`me d’e´quations line´aires,


[
(n+ s) + (1 + x)
] − (αZ
~c
)
+
(
αZ
~c
) [
(n + s) + (1− x)]



 an
bn

 =


an−1 + bn−1
(
E+me c2
~c β
)
bn−1 − an−1
(
E−me c2
~c β
)

 ,
(5.37)
tel que n = 1, .., N . La condition d’existence d’une solution unique pour un tel syste`me
d’e´quations est que le de´terminant soit non nul (condition d’inversion d’une matrice) :
∆ =
∣∣∣∣∣∣
[
(n+ s) + (1 + x)
] − (αZ
~c
)
+
(
αZ
~c
) [
(n + s) + (1− x)]
∣∣∣∣∣∣ 6= 0. (5.38)
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Cette condition s’e´crit de manie`re explicite comme suit :
∆ =
[
(n + s+ 1) + x
] [
(n+ s+ 1)− x]+ (αZ
~ c
)2
= (n+ s+ 1)2 − x2 +
(
αZ
~ c
)2
= n2 + 2n(s+ 1) +
[
(s+ 1)2 − x2 +
(
αZ
~ c
)2]
.
Conforme´ment a` (5.32), on aboutit aux valeurs interdites,
∆ = n [n+ 2(s+ 1)] 6= 0. (5.39)
Dans le cas ou` (5.39) est ve´rifie´e, la solution du syste`me line´aire (5.37) s’e´crit comme suit :
an =
[ [
(n+ s) + (1− x)]
n
[
n+ 2(s+ 1)
] −
(
αZ
~c
) (
E−me c2
~c β
)
n
[
n+ 2(s+ 1)
]
]
an−1
+
[ (
E+me c2
~c β
) [
(n+ s) + (1− x)]
n
[
n+ 2(s+ 1)
] + (αZ~c )
n
[
n+ 2(s+ 1)
]
]
bn−1 (5.40)
bn = −
[ (
E−me c2
~c β
) [
(n+ s) + (1 + x)
]
n
[
n+ 2(s+ 1)
] + (αZ~c )
n
[
n+ 2(s+ 1)
]
]
an−1
+
[ [
(n+ s) + (1 + x)
]
n
[
n + 2(s+ 1)
] −
(
E+me c2
~c β
) (
αZ
~c
)
n
[
n + 2(s+ 1)
]
]
bn−1 (5.41)
La prochaine e´tape consiste a` ve´rifier la condition (5.29)(ou bien (5.28)), par le biais
des relations de re´currence (5.40) et (5.41), pour la valeur n = N . Pour ce faire, re´e´crivons
la condition (5.29) sous la forme,
bN = aN
(
E −me c2
~ c β
)
, (5.42)
ensuite exprimons chacun des deux termes de l’e´quation (5.42), par le biais des relations
de re´currence (5.40) et (5.41), pour n = N . D’une part, le premier terme s’exprime comme
suit :
bN = −
[ (
E−me c2
~c β
) [
(N + s) + (1 + x)
]
N
[
N + 2(s+ 1)
] + (αZ~c )
N
[
N + 2(s+ 1)
]
]
aN−1
+
[ [
(N + s) + (1 + x)
]
N
[
N + 2(s+ 1)
] −
(
E+me c2
~c β
) (
αZ
~c
)
N
[
N + 2(s+ 1)
]
]
bN−1, (5.43)
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et d’autre part, le second membre s’exprime aussi sous la forme :
aN
(
E −me c2
~ c β
)
=

 (E−me c2~c β ) [(N + s) + (1− x)]
N
[
N + 2(s+ 1)
] −
(
αZ
~c
) (
E−me c2
~c β
)2
N
[
N + 2(s+ 1)
]

 aN−1
+


−1︷ ︸︸ ︷(
E2 − (me c2)2
(~ c β)2
)[
(N + s) + (1− x)]
N
[
N + 2(s+ 1)
] +
(
αZ
~c
) (
E−me c2
~c β
)
N
[
N + 2(s+ 1)
]

 bN−1. (5.44)
En tenant compte de (5.35), l’identification membre a` membre de (5.43) et (5.44) nous
conduit aux deux e´quations suivantes :
−
(
E −me c2
~ c β
)[
(N + s) + (1− x)]− (αZ
~ c
)
=(
E −me c2
~ c β
)[
(N + s) + (1− x)]−(αZ
~ c
)(
E −me c2
~ c β
)2
, (5.45)
[
(N + s) + (1 + x)
]− (E +me c2
~ c β
)(
αZ
~ c
)
=
−[(N + s) + (1− x)]+ (αZ
~ c
)(
E −me c2
~ c β
)
. (5.46)
Ces deux e´quations sont identiques. En effet, en multipliant les deux membres de (5.45) par
(E +me c
2)/(~ c β), tout en tenant compte de (5.35), on retrouve l’e´quation (5.46). Donc,
pour de´terminer les e´nergies EN , on utilise l’une des e´quations pre´ce´dentes. L’e´quation
(5.46) nous permet d’e´crire :
[(N + s) + (1 + x)] + [(N + s) + (1− x)] =
(
E +me c
2
~ c β
)(
αZ
~ c
)
+
(
αZ
~ c
)(
E −me c2
~ c β
)
(N + s+ 1) =
(
αZ
~ c
)
×
(
E
~ c β
)
. (5.47)
L’e´nergie apparaˆıt de manie`re explicite dans le second membre de (5.47), de plus elle est
aussi contenue dans le parame`tre β. En e´levant au carre´ les deux membres de cette e´quation
et en tenant compte de (5.35),
(N + s+ 1)2 =
(
αZ
~ c
)2
×
(
E2
(me c2)2 − E2
)
,
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il est possible de d’isoler le terme d’e´nergie. En effet,[(
αZ
~ c
)2
+ (N + s+ 1)2
]
E2 = (me c
2)2 (N + s+ 1)2
E2 = (me c
2)2
[
(N + s+ 1)2(
αZ
~c
)2
+ (N + s+ 1)2
]
E2 = (me c
2)2
[
1 +
(
αZ
~c
)2
(N + s+ 1)2
]−1
. (5.48)
Les niveaux d’e´nergie E = EN sont donne´s par l’expression,
EN = (me c
2)
[
1 +
(
αZ
~c
)2
(N + s+ 1)2
]−1/2
.
En remplac¸ant la valeur de s, conforme´ment a` (5.33), les niveaux d’e´nergie de l’atome
d’hydroge`ne s’e´crivent finalement :
EN = (me c
2)


1 +
(
αZ
~ c
)2

 N +
√
x2 −
(
αZ
~ c
)2 2


−1/2
. (5.49)
Ce re´sultat est identique a` (5.3). C’est une preuve que l’e´lectron d’un tel atome est
correctement de´crit par l’e´quation d’onde quantique (4.33). Au terme de cette application,
on peut affirmer donc que la nouvelle approche a permis de reproduire le spectre discret
de l’atome d’hydroge`ne [23].
Dans son article, C.C.Barros pre´tend apporter une correction aux niveaux d’e´nergie de
l’atome d’hydroge`ne, de´ja` e´tablis par le biais de la the´orie de Dirac. En re´solvant le syste`me
d’e´quations diffe´rentielles (4.65), e´crit pour l’e´lectron de l’atome d’Hydroge`ne et sans faire
d’approximations, il retrouve le spectre d’e´nergie suivant [23] :
EN = m0 c
2
√
1
2
− N
2
8α2
+
N
4α
√
N2
4α2
+ 2. (5.50)
Bien qu’il affirme que ses re´sultats sont plus re´alistes (ils s’accordent mieux avec les re´sultats
expe´rimentaux). L’e´cart des niveaux d’e´nergie (5.50) avec l’expe´rience est de l’ordre de
0, 005% [23], alors que l’e´cart des niveaux d’e´nergie de Dirac (5.49) est de l’ordre de 0.027%
[23].
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5.2 Conclusion
Dans ce chapitre, une application d’une nouvelle approche, propose´e par C.C.Barros, a`
l’atome d’hydroge`ne a e´te´ envisage´e. L’e´lectron d’un tel atome e´volue sous l’action d’un po-
tentiel coulombien. Pour de´terminer les niveaux d’e´nergie il fallait e´crire l’e´quation d’onde
quantique stationnaire pour l’e´lectron de spin 1/2 qui e´volue sous l’action du potentiel cou-
lombien. Une solution a` variables se´pare´es a e´te´ introduite, de sorte que la partie angulaire
de la fonction d’onde est de´termine´e par des conside´rations physiques (conservation du mo-
ment cine´tique), alors que la partie radiale est de´finie par deux fonctions qui ve´rifient un
syste`me d’e´quation d’e´quations diffe´rentielles couple´es. Une me´thode de re´solution par des
se´ries a e´te´ propose´e pour de´terminer les e´nergies propres. On a pu reproduire le spectre
d’e´nergie relativiste de l’atome d’hydroge`ne. La diffe´rence qui existe entre la the´orie de
Dirac et la nouvelle approche est que dans la premie`re, l’interaction e´lectromagne´tique
est introduite par des conside´rations de syme´trie (couplage minimal), alors que dans la
seconde, l’interaction est contenue dans la structure meˆme de l’espace-temps. Avec un
simple de´veloppement limite´, on a retrouve´ exactement les meˆmes e´quations de la the´orie
de Dirac. Bien que nous ne retrouvions pas les meˆmes re´sultats que C.C.Barros, l’approche
propose´e par ce dernier a le me´rite de reproduire les re´sultats de Dirac.
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Dans ce travail, une proposition re´cente, avance´e par C.C.Barros, a e´te´ analyse´e. Cette
proposition stipule que d’une fac¸on analogue a` l’interaction gravitationnelle, les trois autres
interactions peuvent aussi se manifester a` travers la structure de l’espace-temps. L’ide´e
fondamentale consiste a` de´crire une particule e´voluant dans une re´gion plonge´e dans un
potentiel non gravitationnel qui affecterait la me´trique de l’espace-temps. En raison de la
syme´trie sphe´rique du champ central conside´re´, une me´trique similaire a` celle de Schwarz-
schild est adopte´e.
Dans le cadre de ce me´moire, on s’est fixe´ l’objectif d’analyser, d’une part, les fonde-
ments et les hypothe`ses sur lesquelles s’appuie la nouvelle proposition, et d’autre part, de
ve´rifier et d’expliciter tous les calculs ne´cessaires, dans le but de s’assurer de la validite´
de la nouvelle proposition de C.C.Barros. En effet, avant de pouvoir adopter ou meˆme ex-
plorer toutes les implications et perspectives qu’offre l’application d’une telle proposition
originale, il fallait dans un premier temps entreprendre une critique aussi bien des ide´es
que du formalisme. Pre´cisons que dans son travail original, l’auteur n’a pas de´taille´ ses
calculs ; il ne donne que les grandes lignes et les re´sultats de son travail. Dans ce me´moire,
tous les calculs sont explicite´s. Nous pensons que ce travail s’inscrit dans l’effort de la
compre´hension des origines de la relativite´ ge´ne´rale et de la me´canique quantique afin de
re´ussir un rapprochement de ces deux piliers de la Physique Moderne.
Avant de pouvoir discuter les fondements physiques de la nouvelle proposition, cite´e
ci-dessus, il fallait rechercher les arguments cle´s qui ont incite´ Einstein a` de´crire l’interac-
tion gravitationnelle en terme de structure d’espace-temps. Ainsi, le second chapitre a e´te´
consacre´ a` quelques rappels sur la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale. L’accent a e´te´ mis sur
le contenu physique du postulat d’e´quivalence.
A` premie`re vue, il n’y a apparemment aucun argument physique en faveur de cette nou-
velle proposition. En effet, la description du champ gravitationnel en terme de structure
d’espace-temps de´coule de l’application du postulat d’e´quivalence d’Einstein. L’argument
crucial sur lequel s’appuie ce postulat est l’e´galite´ des masses inertielle et gravitationnelle.
Egalite´ qui se traduit concre`tement par le fait que tous les corps se de´plac¸ant unique-
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ment sous l’influence d’un champ gravitationnel seront soumis a` la meˆme acce´le´ration,
inde´pendamment de leurs masses, de leurs substances et de leurs e´tats physiques. Cette
proprie´te´ fondamentale caracte´rise exclusivement le champ gravitationnel, c’est-a`-dire que
des corps diffe´rents se mouvant sous l’action d’un champ non gravitationnel ne seront
pas soumis a` la meˆme acce´le´ration. C’est pour cette raison qu’en the´orie de la relativite´
ge´ne´rale, on n’envisage pas de de´crire les interactions : e´lectromagne´tique, faible et forte,
en terme de structure d’espace-temps.
L’auteur fait abstraction de toutes les conside´rations physiques qui ont motive´ le
choix d’Einstein pour interpre´ter ge´ome´triquement l’interaction gravitationnelle. Il adopte
comme point de de´part une me´trique similaire a` celle de Schwarzschild, et de fac¸on ana-
logue a` ce qui se fait en the´orie de la relativite´ ge´ne´rale, il va introduire l’interaction non
gravitationnelle dans l’expression de la me´trique. C’est a` travers la fonction ξ(r) que le
champ non gravitationnel affecte la me´trique.
Dans le troisie`me chapitre, une particule e´voluant dans un espace courbe, dote´ d’une
me´trique de Schwarzschild, est de´crite. Dans un premier temps, les principes de corres-
pondance de l’e´nergie et de l’impulsion, initialement e´tablis dans le cas d’un espace plat
de Minkowski, ont e´te´ ge´ne´ralise´s pour le cas d’un espace courbe. En second lieu, les
principales grandeurs dynamiques, relatives a` une particule e´voluant dans un espace dote´
d’une me´trique de Schwarzschild, ont e´te´ de´termine´es, a` savoir : l’e´nergie, les impulsions
ge´ne´ralise´es, l’expression de l’invariant relativiste. La combinaison des re´sultats obtenus
dans les deux e´tapes pre´ce´dentes a permis de de´terminer les ope´rateurs (E,−→p ,−→p 2), in-
dispensables a` l’e´criture d’e´quations d’ondes quantiques. Finalement, une connexion entre
le potentiel non gravitationnel, et la structure de l’espace-temps est rendue possible graˆce
a` l’e´tablissement d’une formule reliant une fonction ξ(r), figurant dans l’expression de la
me´trique, et le potentiel V (r).
Dans le quatrie`me chapitre, deux e´quations d’ondes quantiques ont e´te´ e´tablies dans le
cas d’une particule e´voluant dans un espace courbe. La premie`re est l’e´quation d’onde pour
une particule de spin 0, alors que la seconde est une e´quation pour une particule de spin
1/2. La proce´dure utilise´e pour l’e´criture de ces e´quations d’ondes quantiques est inspire´e,
d’une part de la proce´dure de Klein-Gordon et d’autre part de la proce´dure de Dirac,
initialement de´finies pour e´crire les e´quations d’ondes pour une particule de spin 0 et une
particule de spin 1/2, dans l’espace-temps plat de Minkowski. Pour garantir que le nombre
de particule ne change pas (une seule particule), on suppose que la particule est incapable
d’interagir avec le champ non gravitationnel avec une e´nergie plus importante que l’e´nergie
de seuil d’une quelconque autre particule. Vue qu’on s’inte´resse a` des particules de masses
tre`s petites, l’interaction gravitationnelle est alors ne´glige´e (a` petite e´chelle l’interaction
e´lectromagne´tique est plus importante que l’interaction gravitationnelle), ainsi la courbure
de l’espace-temps dont il est question ici, n’est pas due au champ de gravitation. Elle est
principalement cause´e par l’interaction non gravitationnelle. Dans cette nouvelle approche,
au lieu d’introduire l’interaction entre la particule et le champ par des conside´rations de
syme´trie (couplage minimal), l’interaction est contenue dans la structure de l’espace-temps.
Dans le cas stationnaire, une me´thode de re´solution, base´e sur une se´paration de variables,
a e´te´ propose´e pour les deux e´quations d’ondes quantiques.
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Le cinquie`me chapitre est une application de la nouvelle approche a` l’atome d’hy-
droge`ne. Ce syste`me physique offre l’avantage d’eˆtre totalement de´crit par la the´orie quan-
tique habituelle, ce qui permet de tester la validite´ de la proposition de Barros pour le
potentiel coulombien (interaction e´lectromagne´tique) qui s’exerce entre l’e´lectron et le
proton du noyau. La syme´trie sphe´rique du potentiel coulombien motive le choix d’une
me´trique similaire a` celle de Schwarzschild. On suppose que ce potentiel affecte la struc-
ture de l’espace-temps. La description de l’e´lectron se fait par le biais de l’e´quation d’onde
quantique et stationnaire pour une particule de spin 1/2, de´termine´e au chapitre quatre. La
re´solution de l’e´quation d’onde pre´ce´dente a permis de reproduire le spectre d’e´nergie, de´ja`
connu de l’atome d’hydroge`ne, ce qui prouve que l’e´lectron de l’atome d’hydroge`ne semble
eˆtre correctement de´crit par la nouvelle approche. En fait, la diffe´rence entre l’approche de
Dirac et cette nouvelle approche est que dans la premie`re, l’interaction e´lectromagne´tique
est introduite graˆce a` une transformation de syme´trie, dite couplage minimal, alors que
dans la seconde l’interaction non gravitationnelle (e´lectromagne´tique) est contenue dans
l’expression de la me´trique de l’espace-temps. En exploitant le fait que l’e´nergie poten-
tielle coulombienne est ne´gligeable devant l’e´nergie au repos de l’e´lectron, il a e´te´ possible
d’effectuer un de´veloppement limite´ qui a permis de retrouver des e´quations identiques
aux e´quations de Dirac. Cette approche est donc une autre fac¸on de voir les choses, mais
qui offre l’avantage d’expliquer de manie`re plus intuitive l’origine de l’interaction. Celle-ci
semble eˆtre contenue dans la structure meˆme de l’espace-temps. Pre´cisons que C.C.Barros
[23] a retrouve´ des re´sultats le´ge`rement diffe´rents de ceux de Dirac. Il pre´tend apporter une
correction a` cette the´orie, mais qui est insignifiante. Bien que nous ne retrouvions pas les
meˆmes re´sultats que ceux de Barros, car on re´sout un syste`me d’e´quations diffe´rentielles
diffe´rent, on a montre´ qu’avec les hypothe`ses de de´part, il e´tait possible de reproduire les
re´sultats de Dirac.
Au terme de ce travail, on peut affirmer que la nouvelle proposition de Barros semble
eˆtre remarquablement ve´rifie´e pour l’interaction coulombienne s’exerc¸ant entre l’e´lectron et
le proton de l’atome d’hydroge`ne. Il est clair que pour concre´tiser son ide´e, C.C.Barros s’est
appuye´ a` la fois sur le formalisme de deux the´orie tre`s puissantes, qui sont la me´canique
quantique et de la relativite´ ge´ne´rale. La question qui se pose, a` pre´sent, est la suivante :
Est ce que le fait que l’atome d’hydroge`ne soit correctement de´crit par cette
nouvelle approche n’est pas duˆ au fait de la grande similitude qui existe entre
le potentiel coulombien et le potentiel gravitationnel, V (r) ∼ r−1, parfaitement
de´crit par la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale ?
Pour explorer cette hypothe`se, il faut proposer de nouveaux tests de cette approche,
avec des potentiels non proportionnels a` r−1. Il faut dire qu’on a d’ores et de´ja` essaye´ de
proposer une nouvelle application. Le syste`me physique conside´re´ est l’oscillateur harmo-
nique isotrope a` 3 dimensions. Celui-ci offre le double avantage de permettre la ve´rification
de l’hypothe`se pre´ce´dente, et de permettre de tester l’e´quation quantique (4.12) pour une
particule de spin 0.
Des indices nous ame`nent a` penser qu’un tel syste`me n’est pas correctement de´crit
par cette nouvelle approche. En fait, on s’est rendu compte que le potentiel quadratique
de l’oscillateur harmonique isotrope a` trois dimensions ne re´pond pas a` l’exigence d’eˆtre
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convergent a` l’infini. Il n’est donc pas possible d’espe´rer, quand r → +∞, que la me´trique
de Schwarzschild (3.1) se re´duise a` la me´trique plate de Minkowski. En fait, un syste`me
physique ne peut eˆtre mode´lise´ par un oscillateur harmonique qu’au voisinage de sa position
d’e´quilibre stable.
La nouvelle proposition de C.C.Barros est vraiment tre`s prometteuse, elle nous ame`ne
a` nous poser des questions sur le roˆle du principe d’Equivalence dans les fondements de
la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale, alors qu’Einstein le pre´sente comme un puissant argu-
ment en faveur du postulat de la relativite´ ge´ne´rale. Autrement dit, bien que ses succe`s
soient nombreux et remarquables, avons-nous cerne´ les concepts de base sur lesquels est
baˆtie la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale ? Il est vrai que le fait qu’elle soit ve´rifie´e pour
le potentiel coulombien de l’atome d’hydroge`ne n’est suˆrement pas une preuve de sa vali-
dite´ pour d’autres potentiels. C’est pourquoi, il faut dans un premier temps multiplier les
tests pour les trois interactions non gravitationnelles (e´lectromagne´tique, faible et forte).
A` long terme, disons que si la proposition s’ave´rerait eˆtre ve´rifie´e, alors il va falloir pen-
ser a` ”reformuler” le postulat d’e´quivalence d’Einstein, en l’e´largissant aux interactions :
e´lectromagne´tique, faible et forte. Faut-il rappeler que dans la version de´terministe ac-
tuelle de la me´canique quantique, Faraggi et Matone ont re´cemment propose´ un nouveau
postulat, qui ressemble e´trangement au postulat d’e´quivalence d’Einstein, dans lequel ils
affirment qu’il est toujours possible de connecter deux e´tats quantiques diffe´rents par des
transformations de coordonne´es. La proposition de C.C.Barros pourrait conduire a` une
meilleure compre´hension du lien qui puisse exister entre ces deux postulat, ce qui permet-
trait, sans nul doute, de faire une avance´e conside´rable dans l’effort de formulation d’une
version de´terministe de la me´canique quantique, piste tre`s prometteuse dans la course a`
l’unification des quatres interactions fondamentales.
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Chapitre A
Rappels sur quelques notions de
l’analyse tensorielle
Les lois de la nature doivent re´pondre a` deux exigences [29] :
1. Une fois formule´es dans un syste`me de coordonne´es particulier, elles doivent avoir
la meˆme forme quand on passe a` un syste`me de coordonne´e quelconque. Autrement
dit, les lois de la nature doivent eˆtre covariantes sous n’importe quelle changement
de coordonne´es.
2. En l’absence de gravitation, le tenseur me´trique gµν tend a` eˆtre e´gal au tenseur de
Minkowski ηµν et on retombe sur les lois de´ja` e´tablies dans le cadre de la the´orie de
la relativite´ restreinte.
Le formalisme tensoriel est un outil indispensable dans la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale,
il permet, non seulement, de formuler les lois d’une manie`re compacte et e´le´gante, mais
aussi il offre l’avantage qu’une lois e´crite sous forme tensorielle posse`de ne´cessairement une
forme inde´pendante du syste`me de coordonne´es.
A.1 Variance
Soit une base quelconque {−→ei } d’un espace vectoriel euclidien E, de dimension n,
i ∈ [1, n]. On appelle composantes contravariantes d’un vecteur −→A ∈ E, les quantite´s :
{Ai}i=1,n, tel que :
−→
A =
n∑
i=1
Ai−→ei . (A.1)
On appelle composantes covariantes d’un vecteur
−→
A ∈ E, les quantite´s : {Ai}i=1,n, tel
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que : {
Ai =
−→
A.−→ei ,
i = 1→ n. (A.2)
Pour de´terminer, comment ces grandeurs se transforment sous l’action d’une transfor-
mation de coordonne´es quelconque : {xµ} −→ {x′µ}, il faut d’abord de´finir les coordonne´es
curvilignes.
A.2 Coordonne´es curvilignes
Conside´rons un pointM d’un espace vectoriel euclidien E et un syste`me de coordonne´es
{xi}, i ∈ [1, n]. On associe au point M un repe`re naturel, admettant M pour origine et
{−→ei }, i ∈ [1, n] pour base, tel que :
 −→ei =
∂
−−→
OM
∂xi
,
i = 1→ n,
(A.3)
d’une manie`re ge´ne´rale :
d
−−→
OM =
n∑
i=1
∂
−−→
OM
∂xi
dxi
=
n∑
i=1
−→ei dxi.
Pour pouvoir faire le passage d’un syste`me de coordonne´es {xi} a` un autre syste`me de
coordonne´es {x′i}, de´terminons comment se transforment les vecteurs de la base {−→ei } →
{−→ei ′}. On suppose que les deux syste`mes de coordonne´es sont relie´s par une transformation
inversible, de la forme :

x
′1 = x
′1(x1, x2, ..., xn),
x
′2 = x
′
(x1, x2, ..., xn),
...
x
′n = x
′n(x1, x2, ..., xn),
⇔
{
x
′i = x
′i(xj),
1 ≤ i ≤ n , 1 ≤ j ≤ n (A.4)
En utilisant la de´finition (A.3), nous avons :
−→ej ′ = ∂
−−→
OM
∂x′j
=
n∑
i=1
∂
−−→
OM
∂xi
∂xi
∂x′j
=
n∑
i=1
∂xi
∂x′j
−→ei , (A.5)
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et de manie`re analogue, il est possible de montrer que :
−→ei =
n∑
j=1
∂x
′j
∂xi
−→ej ′. (A.6)
Les e´quations (A.5) et (A.6) permettent de faire le passage entre les deux bases {−→ei } et
{−→ei ′}
A.3 Transformation des composantes d’un vecteur
A.3.1 Composantes contravariantes
De´terminons comment se transforment les composantes contravariantes d’un vecteur−→
A , lors d’une transformation de coordonne´es {xi} → {x′i} et vis versa :
−→
A =
n∑
i=1
Ai −→ei , dans la base{−→ei },
=
n∑
j=1
A
′j −→ej ′, dans la base{−→ej ′}.
En utilisant (A.5), nous avons :
−→
A =
n∑
j=1
A
′j
(
n∑
i=1
∂xi
∂x′j
−→ei
)
=
n∑
i=1
(
n∑
j=1
A
′j ∂x
i
∂x′j
)
−→ei
=
n∑
i=1
Ai −→ei ,
une identification membre a` membre nous permet d’e´crire :
Ai =
n∑
j=1
A
′j ∂x
i
∂x′j
. (A.7)
En utilisant (A.6), il est possible de montrer de manie`re analogue que :
A
′j =
n∑
i=1
Ai
∂x
′j
∂xi
. (A.8)
Les formules (A.7) et (A.8) montrent comment se transforment les composantes contrava-
riantes d’un vecteur
−→
A .
73
Appendices Rappels sur l’analyse tensorielle
A.3.2 Composantes covariantes
Pour de´terminer comment se transforment les composantes covariantes, il faut e´crire la
de´finition (A.2) dans les deux bases et utiliser (A.6) et (A.5) :

Ai =
−→
A.−→ei = −→A.
n∑
j=1
∂x
′j
∂xi
−→ej ′ =
n∑
j=1
∂x
′j
∂xi
A
′
j
A
′
j =
−→
A.−→ej ′ = −→A.
n∑
i=1
∂xi
∂x′j
−→ei =
n∑
i=1
∂xi
∂x′j
Ai
(A.9)
A.4 De´finition d’un tenseur
On appelle composante «p fois contravariante» et «q fois covariante» d’un tenseur mixte
d’ordre p+ q, toute quantite´ : A
k1...kp
ℓ1...ℓq
se transformant comme le produit de p composantes
contravariantes et q composantes covariantes d’un vecteur, lors d’un changement de coor-
donne´e : {xi} → {x′i = x′i(xj)}. La transformation se fait comme :
A
′i1...ip
j1...jq
=
n∑
k1=1
...
n∑
kp=1
n∑
ℓ1=1
...
n∑
ℓp=1
∂x
′i1
∂xk1
...
∂x
′ip
∂xkp
∂xℓ1
∂x′j1
...
∂xℓq
∂x′jq
A
k1...kp
ℓ1...ℓq
, (A.10)
et la transformation inverse :
A
i1...ip
j1...jq
=
n∑
k1=1
...
n∑
kp=1
n∑
ℓ1=1
...
n∑
ℓp=1
∂xi1
∂x′k1
...
∂xip
∂x′kp
∂x
′ℓ1
∂xj1
...
∂x
′ℓq
∂xjq
A
′k1...kp
ℓ1...ℓq
. (A.11)
Exemples :
1. Soit un tenseur T µ λν a` deux indices contravariants (2 indices en haut) et un indice
covariant (1 indice en bas). conforme´ment a` (A.10), une telle se transforme par :
T
′µ λ
ν =
n∑
k=1
n∑
ρ=1
n∑
σ=1
∂x
′µ
∂xk
∂xρ
∂x′ν
∂x
′λ
∂xσ
T k σρ , (A.12)
2. Dans l’espace a` 4 dimensions, soit un tenseur R si lj (tenseur de courbure). Conforme´ment
a` (A.11), sa transformation inverse s’e´crit :
R si lj =
4∑
q=1
4∑
p=1
4∑
m=1
4∑
n=1
∂xs
∂x′q
∂x
′p
∂xi
∂x
′m
∂xl
∂x
′n
∂xj
R
′ q
p mn (A.13)
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A.5 Tenseur me´trique
Conside´rons un syste`me orthonorme´ {x(0)i} et un syste`me curviligne {xi}. Soit A(0)i
et B(0)i les composantes contravariantes respectives dans {x(0)i} des deux vecteurs −→A et−→
B , et Ai et Bi leurs composantes contravariantes dans {xi}. Conforme´ment a` (A.8), nous
avons : 

A(0)k =
n∑
i=1
∂x(0)k
∂xi
Ai,
B(0)k =
n∑
i=1
∂x(0)k
∂xi
Bi.
(A.14)
Calculons le produit scalaire :
−→
A.
−→
B =
(
n∑
k=1
A(0)k −→ek 0
)
.
(
n∑
ℓ=1
A(0)ℓ −→eℓ 0
)
=
n∑
k=1
n∑
ℓ=1
A(0)k A(0)ℓ (−→ek 0. −→eℓ 0)︸ ︷︷ ︸
δkℓ
=
n∑
k=1
n∑
ℓ=1
δkℓ
(
n∑
i=1
∂x(0)k
∂xi
Ai
) (
n∑
j=1
∂x(0)k
∂xj
Bj
)
=
n∑
i=1
n∑
j=1
(
n∑
k=1
n∑
ℓ=1
δkℓ
∂x(0)k
∂xi
∂x(0)k
∂xj
)
AiBj , (A.15)
et posons :
gij =
n∑
k=1
n∑
ℓ=1
δkℓ
∂x(0)k
∂xi
∂x(0)k
∂xj
. (A.16)
Le produit scalaire s’e´crit, d’une part :
−→
A.
−→
B =
n∑
i=1
n∑
j=1
gij A
iBj, (A.17)
et d’autre part, il s’exprime dans le syste`me {xi} par :
−→
A.
−→
B =
(
n∑
i=1
Ai −→ei
)
.
(
n∑
j=1
Bj −→ej
)
−→
A.
−→
B =
n∑
i=1
n∑
j=1
(−→ei .−→ej )Ai Bj. (A.18)
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La comparaison entre (A.17) et (A.18) conduit a` poser :
gij =
−→ei .−→ej . (A.19)
D’apre`s (A.16) et (A.19), il est clair que les gij forment les composantes d’un tenseur
syme´trique d’ordre deux, dit : tenseur me´trique. Einstein a eu l’intuition de de´crire le
champ de gravitation par le tenseur me´trique.
A.6 Passage entre composantes covariantes et contra-
variantes
Soit un vecteur
−→
A ∈ E, alors une composante covariante de celui-ci est :
Ai =
−→
A.−→ei =
(
n∑
j=1
Aj −→ej
)
. −→ei
=
n∑
j=1
(−→ej .−→ei︸ ︷︷ ︸
gji
) Aj =
n∑
j=1
(−→ei .−→ej︸ ︷︷ ︸
gii
) Aj
Ai =
n∑
j=1
gij A
j , (A.20)
le tenseur me´trique permet d’e´lever l’indice.
Soit G la matrice dont les e´le´ments sont les gij :
G = (gij),
et notons gij les e´le´ments de la matrice inverse :
G−1 = (gij),
alors, par de´finition :
G G−1 = 1,
ce qui conduit a` :
n∑
k=1
gik g
kj = δji . (A.21)
Calculons l’expression :
n∑
i=1
gℓ i Ai =
n∑
i=1
gℓ i
(
n∑
j=1
gij A
j
)
=
n∑
j=1
(
n∑
i=1
gℓ i gij
)
Aj =
n∑
j=1
δℓj A
j = Aℓ.
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Donc :
Ai =
n∑
j=1
gij Aj , (A.22)
les e´le´ments gij du tenseur inverse permettent d’abaisser l’indice.
D’une manie`re ge´ne´rale, pour e´lever ou abaisser les indices des composantes d’un ten-
seur, on utilise autant de fois, respectivement, les gij ou g
ij :
Ai1...ip =
n∑
j1=1
gi1j1 A
j1
i2...ip
=
n∑
j1=1
n∑
j2=1
gi1j1 gi2j2 A
j1j2
i3...ip
Ai1...ip =
n∑
j1=1
...
n∑
jp=1
gi1j1...gipjp A
j1...jp, (A.23)
de meˆme :
Ai1...ip =
n∑
j1=1
gi1j1 A
i2...ip
j1
=
n∑
j1=1
n∑
j2=1
gi1j1 gi2j2 A
i3...ip
j1j2
Ai1...ip =
n∑
j1=1
...
n∑
jp=1
gi1j1...gipjp Aj1...jp. (A.24)
C’est aussi valable meˆme si les indices sont me´lange´s. Par exemple, pour un tenseur mixte :
A
i1i2...ip
j1j2...jq
=
n∑
ℓ1=1
gi1ℓ1 A
i2...ip
ℓ1j1j2...jq
(A.25)
A.7 Les symboles de Christoffel
Conside´rons un point M de l’espace et soit (M, {−→ei }i=1,n) le repe`re naturel attache´ a`
un tel point. En un point infiniment voisin M
′
, repe´re´ par :
−−→
OM
′
=
−−→
OM + d
−−→
OM , le repe`re
naturel associe´ est de´fini :
(M
′
, {−→ei ′}i=1,n) = (M ′ , {−→ei + d−→ei }i=1,n),
tel que :
d−→ei =
n∑
k=1
∂−→ei
∂xk
dxk. (A.26)
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Le de´veloppement de ∂−→ei /∂xk dans la base {−→ei }i=1,n s’e´crit :
∂−→ei
∂xk
≡ ∂k−→ei =
n∑
j=1
Γji k
−→ej , (A.27)
les coefficients du de´veloppement Γji k sont les symboles de Christoffel de seconde espe`ce.
Ainsi :
d−→ei =
n∑
k=1
n∑
j=1
Γji k dx
k −→ej . (A.28)
Pour exprimer les symboles Γji k en fonction de la me´trique, calculons d’une part :
dgij = d(
−→ei .−→ej )
= d−→ei .−→ej +−→ei .d−→ej
=
n∑
k=1
n∑
ℓ=1
Γℓi k dx
k −→eℓ .−→ej +−→ei .
n∑
k=1
n∑
ℓ=1
Γℓj k dx
k −→eℓ
=
n∑
k=1
n∑
ℓ=1
(
Γℓi k gℓ j + Γ
ℓ
j k gi ℓ
)
dxk. (A.29)
D’autre part, nous avons :
dgij =
n∑
k=1
∂gij
∂xk
dxk =
n∑
k=1
∂kgij dx
k. (A.30)
D’apre`s (A.29) et (A.30), nous de´duirons :
∂kgij =
n∑
ℓ=1
(
Γℓi k gℓ j + Γ
ℓ
j k gi ℓ
)
. (A.31)
Posons
Γi k ,j ≡
n∑
m=1
gmj Γ
m
i k, (A.32)
en adoptant cette nouvelle de´finition,(A.31) s’e´crit :
∂kgij = Γi k ,j + Γj k ,i. (A.33)
Les Γi k ,j sont les symboles de Christoffel de premie`re espe`ce.
En utilisant la proprie´te´ Γi k ,j = Γk i ,j, il est possible de montrer que :
Γki j =
1
2
n∑
m=1
gkm
(
∂igmj + ∂jgim − ∂mgij
)
(A.34)
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A` pre´sent, de´terminons une expression importante de la somme
n∑
i=1
Γii j en fonction de
det(gij). En premier lieu, d’apre`s (A.34) :
n∑
i=1
Γii j =
1
2
n∑
i=1
n∑
m=1
gim∂jgim (A.35)
Ensuite, conside´rons une matrice arbitraire M(x) et inte´ressons-nous a` la variation de
ln
(
Det(M)
)
, due a` la variation δxℓ [29] :
δ ln[Det(M)] ≡ ln
[
Det(M + δM)
]
− ln
[
Det(M)
]
= ln
[
Det(M + δM)
Det(M)
]
= ln
[
[Det(M)]−1Det(M + δM)
]
= ln
[
Det(M−1)Det(M + δM)
]
= ln
[
Det
(M + δM
M
)]
= ln
[
Det(1 +M−1δM)
]
,
Si δM est assez faible, on peut e´crire a` l’ordre 1 :
ln
[
Det(1 +M−1δM)
]
≃ ln
[
1 + Tr(M−1δM)
]
≃ Tr(M−1δM), (A.36)
finalement :
δ ln[Det(M)] ≃ Tr(M−1δM). (A.37)
Ce re´sultat nous permet de calculer :
δ ln[Det(M)]
δxℓ
=
Tr(M−1δM)
δxℓ
, (A.38)
et comme (M−1δM) est line´aire en δMij , il est possible d’e´crire :
Tr(M−1δM)
δxℓ
≃ Tr
(
M−1
δM
δxℓ
)
. (A.39)
Quand δxℓ → 0, alors :
∂ ln[Det(M)]
∂xℓ
≃ Tr
(
M−1
∂M
∂xℓ
)
. (A.40)
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Dans le cas M = (gij), en conside´rant l’e´le´ment de matrice :(
M−1
∂M
∂xℓ
)i
j
=
n∑
k=1
gik
∂ gkj
∂xℓ
,
nous de´duirons :
Tr
(
M−1
∂M
∂xℓ
)
≡
n∑
i=1
(
M−1
∂M
∂xℓ
)i
i
=
n∑
i=1
n∑
k=1
gik
∂ gki
∂xℓ
. (A.41)
En posant Det(gij) = g, on peut e´crire, conforme´ment a` (A.40)
∂ ln g
∂xℓ
=
1
g
∂g
∂xℓ
=
2√|g| ∂(
√|g|)
∂xℓ
=
n∑
i=1
n∑
k=1
gik
∂ gki
∂xℓ
. (A.42)
Finalement, en comparant (A.42) avec (A.35) :
n∑
i=1
Γiij =
1√|g| ∂(
√|g|)
∂xℓ
(A.43)
A.8 De´rivation covariante
A.8.1 Tenseur de´rive´e covariante d’un vecteur Ai
Soit un vecteur
−→
A ∈ E. Dans la base {−→ei }i=1,n, celui-ci se de´veloppe
−→
A =
n∑
i=1
Ai −→ei .
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Calculons
d
−→
A =
n∑
i=1
(dAi −→ei + Ai d−→ei )
=
n∑
i=1
dAi −→ei +
n∑
j=1
Aj d−→ej
=
n∑
i=1
dAi −→ei +
n∑
j=1
Aj
(
n∑
i=1
n∑
k=1
Γij k dx
k −→ei
)
=
n∑
i=1
(
dAi +
n∑
j=1
n∑
k=1
Aj Γij k dx
k
)
−→ei (A.44)
De´finissons les composantes contravariantes de d
−→
A , par :
DAi = dAi +
n∑
j=1
n∑
k=1
Aj Γij k dx
k,
de telle sorte que :
d
−→
A =
n∑
i=1
DAi. −→ei . (A.45)
Il est possible de re´e´crire DAi par :
DAi =
n∑
k=1
∂kA
i dxk +
n∑
j=1
n∑
k=1
Aj Γij k dx
k, (A.46)
En de´finissant
DkA
i = ∂kA
i + Aj Γij k, (A.47)
Nous pouvons e´crire :
DAi =
n∑
k=1
DkA
i dxk.
Il est possible de montrer que les DkA
i sont les composantes d’un tenseur d’ordre 2, ap-
pele´es : De´rive´e covariante de
−→
A .
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A.8.2 Tenseur de´rive´e covariante d’un vecteur Ai
On va utiliser un artifice de calcul qui consiste a` conside´rer un champ
−→
B uniforme, tel
que d
−→
B = 0. D’apre`s (A.45), on a :
d
−→
B =
n∑
i=1
DBi −→ei = −→0
⇒ DBi = 0 pour : i = 1→ n
⇒ dBi +
n∑
j=1
n∑
k=1
Bj Γij k dx
k = 0 pour : i = 1→ n
⇒ dBi = −
n∑
j=1
n∑
k=1
Bj Γij k dx
k pour : i = 1→ n (A.48)
Soit un vecteur quelconque
−→
A , alors d’une part
−→
B . d
−→
A = d(
−→
B.
−→
A )− d−→B︸︷︷︸
=0
.
−→
A
= d
[( n∑
i=1
Bi −→ei
)
.
( n∑
j=1
Aj −→ej
)]
= d
[
n∑
i=1
n∑
j=1
gijB
i Aj
]
= d
[
n∑
i=1
Bi Ai
]
=
n∑
i=1
(
dAi B
i + Ai dB
i
)
=
n∑
i=1
dAi B
i +
n∑
j=1
Aj dB
j
=
n∑
i=1
dAi B
i +
n∑
j=1
Aj
(
−
n∑
i=1
n∑
k=1
Bi Γji k dx
k
)
=
n∑
i=1
Bi
(
dAi −
n∑
j=1
n∑
k=1
Γji k dx
k Aj
)
, (A.49)
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et d’autre part :
−→
B . d
−→
A =
(
n∑
i=1
Bi −→ei
)
.
(
n∑
j=1
DAj −→ej
)
=
n∑
i=1
n∑
j=1
Bi DAj gij =
n∑
i=1
n∑
j=1
Bi
(
n∑
k=1
DkA
j dxk
)
gij
=
n∑
i=1
n∑
k=1
Bi
(
n∑
j=1
DkA
j gij
)
dxk =
n∑
i=1
n∑
k=1
Bi
(
DkAi
)
dxk
=
n∑
i=1
Bi
(
n∑
k=1
DkAi dx
k
)
=
n∑
i=1
Bi DAi, (A.50)
ou` DAi =
n∑
k=1
DkAi dx
k. En comparant les e´quations (A.49) et (A.50), on de´duit :
DAi = dAi −
n∑
j=1
n∑
k=1
Γji k dx
k Aj , (A.51)
ou encore :
DAi =
n∑
k=1
(
∂kAi −
n∑
j=1
Γji k Aj
)
dxk, (A.52)
ce qui permet de retrouver la relation recherche´e :
DkAi = ∂kAi −
n∑
j=1
Γji k Aj. (A.53)
Il est possible de montrer que les DkAi sont les composantes d’un tenseur.
A.9 Analyse vectorielle en coordonne´es orthogonales
A.9.1 Coordonne´es ordinaires
Soit un syste`me de coordonne´es spatiales a` 3 dimensions (x1, x2, x3), caracte´rise´ par un
tenseur me´trique (gij) diagonal, c’est a` dire que ses e´le´ments sont sous la forme :{
gij = h
2
i δij
i, j = 1, 2, 3,
(A.54)
83
Appendices Rappels sur l’analyse tensorielle
ou` hi sont fonction des coordonne´es (x
1, x2, x3). Les e´le´ments du tenseur me´trique inverse
sont alors : {
gij = h−2i δij
i, j = 1, 2, 3,
(A.55)
et la longueur propre invariante s’e´crit :
ds2 =
3∑
i=1
3∑
j=1
gij dx
idxj ,
= h21(dx
1)2 + h22(dx
2)2 + h23(dx
3)2. (A.56)
L’e´le´ment de volume invariant est
dV =
√
Det(gij) dx
1dx2dx3
= (h1h2h3) dx
1dx2dx3 (A.57)
On de´finit “les composantes ordinaires” d’un vecteur
−→
V par les grandeurs [29]{
Vi ≡ hiV i = h−1i Vi,
i = 1, 2, 3,
(A.58)
de telle sorte que le produit scalaire de deux vecteur donne :
−→
V .
−→
U =
3∑
i=1
Vi.Ui. (A.59)
En effet,
−→
V .
−→
U =
3∑
i=1
3∑
j=1
(V i−→ei ).(U j−→ej ) =
3∑
i=1
3∑
j=1
V iU j(−→ei .−→ej )
=
3∑
i=1
3∑
j=1
V iU jgij =
3∑
i=1
3∑
j=1
V iU j(hi)
2δij
=
3∑
i=1
V iU i(hi)
2 =
3∑
i=1
(hiV
i)(hiU
i)
=
3∑
i=1
Vi Ui.
(A.60)
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A.9.2 Gradient d’un scalaire
Les composantes du gradient d’un scalaire S sont de´finies par [29] :
(
−→∇S)i = DiS
= h−1i DiS, (A.61)
Di e´tant la de´rive´e covariante. Comme la de´rive´e covariante d’un scalaire n’est autre que
la de´rive´e ordinaire, les composantes du gradient du scalaire S s’e´crivent finalement :{
(
−→∇S)i = h−1i
∂S
∂xi
i = 1, 2, 3,
(A.62)
A.9.3 Rotationnel d’un vecteur
Soit
−→
V un vecteur a` 3 composantes, alors les composantes du rotationnel d’un tel
vecteur sont [29] : 

(
−→∇ ×−→V )1 = h1√|g| (D2V3 −D3V2),
(
−→∇ ×−→V )2 = h2√|g| (D3V1 −D1V3),
(
−→∇ ×−→V )3 = h3√|g| (D1V2 −D2V1),
(A.63)
ou`
g = Det(gij).
D’apre`s (A.53), on peut e´crire :
DjVk = ∂jVk −
3∑
m=1
Γmkj Vm, (A.64)
DkVj = ∂kVj −
3∑
m=1
Γmj k Vm. (A.65)
comme Γmkj = Γ
m
j k, alors une soustraction membre a` membre de (A.64) et (A.65) donne
DjVk −DkVj = ∂jVk − ∂kVj, (A.66)
et la ie`me composante du rotationnel de ce vecteur s’e´crit [29] :
(
−→∇ ×−→V )i ≡ hi
3∑
j=1
3∑
k=1
1√|g| ǫij k ∂Vk∂xj , (A.67)
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ou` ǫij k est le tenseur comple`tement antisyme´trique de Levi-Cevita, avec la convention
ǫ123 = 1. En utilisant (A.58), alors la de´finition (A.67) s’e´crit finalement :
(
−→∇ ×−→V )i = hi
3∑
j=1
3∑
k=1
1√|g| ǫij k ∂∂xj (hk Vk ). (A.68)
Les trois composantes s’expriment de fac¸on explicite :
(
−→∇ ×−→V )1 = h1
3∑
j=1
3∑
k=1
1√|g| ǫ1j k ∂∂xj (hk Vk )
= h1
[
(h1h2h3)
−1 ǫ123︸︷︷︸
=1
∂
∂x2
(h3V3 ) + (h1h2h3)
−1 ǫ132︸︷︷︸
=−1
∂
∂x3
(h2V2 )
]
=
1
h2h3
[
∂
∂x2
(h3V3)− ∂
∂x3
(h2V2)
]
(
−→∇ ×−→V )2 = 1
h3h1
[
∂
∂x3
(h1V1)− ∂
∂x1
(h3V3)
]
(
−→∇ ×−→V )3 = 1
h1h2
[
∂
∂x1
(h2V2)− ∂
∂x2
(h1V1)
]
A.9.4 Divergence covariante d’un vecteur
L’expression de la la divergence covariante d’un vecteur
−→
V a` trois composantes est
de´duite a` partir de l’expression de l’ope´rateur divergence en coordonne´es carte´siennes, en
remplac¸ant les de´rive´es ordinaires ∂i par des de´rive´es covariantes, de sorte que
−→∇ .−→V =
3∑
i=1
DiV
i. (A.69)
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En utilisant (A.47) et (A.43), on a
−→∇ .−→V =
3∑
i=1
[
∂iV
i +
3∑
j=1
Γiij V
j
]
=
3∑
i=1
∂iV
i +
3∑
j=1
[
3∑
i=1
Γiij
]
V j
=
3∑
i=1
∂iV
i +
3∑
j=1
[
1√|g| ∂
(√|g| )
∂xj
]
V j
=
3∑
i=1
[
∂iV
i + V i
1√|g| ∂
(√|g| )
∂xi
]
=
1√|g|
3∑
i=1
[√
|g| (∂iV i) + V i
∂
(√|g| )
∂xi
]
=
1√
|g|
3∑
i=1
∂
(√|g| V i)
∂xi
.
Finalement, en tenant compte de (A.58), on retrouve la de´finition [29]
−→∇.−→V = 1√|g|
3∑
i=1
∂
∂xi
(√|g| h−1i Vi)? (A.70)
qui s’e´crit de manie`re explicite
−→∇ .−→V = (h1h2h3)−1
[
∂
∂x1
(h2h3 V1 ) +
∂
∂x2
(h1h3 V2 ) +
∂
∂x3
(h1h2 V3 )
]
. (A.71)
A.9.5 Le laplacien d’un scalaire
Soit S un scalaire. Alors le laplacien d’un tel scalaire est de´finit comme e´tant la diver-
gence de son gradient. Soit donc :
−→∇2S = −→∇ .(−→∇S)
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La premie`re e´tape consiste a` appliquer (A.62) :
−→∇2S = −→∇.
[
3∑
i=1
−→ei (−→∇S)i
]
=
−→∇.
[
3∑
i=1
−→ei h−1i
∂S
∂xi
]
=
−→∇.
[
1
h1
∂S
∂x1︸ ︷︷ ︸
W1
−→e1 + 1
h2
∂S
∂x2︸ ︷︷ ︸
W2
−→e2 + 1
h3
∂S
∂x3︸ ︷︷ ︸
W3
−→e3
]
.
La seconde e´tape consiste a` appliquer (A.71) :
−→∇2S = (h1h2h3)−1
[
∂
∂x1
(h2h3W1 ) +
∂
∂x2
(h1h3W2 ) +
∂
∂x3
(h1h2W3 )
]
.
Finalement [29] :
−→∇2S = (h1h2h3)−1
[
∂
∂x1
(
h2h3
h1
∂S
∂x1
)
+
∂
∂x2
(
h1h3
h2
∂S
∂x2
)
+
∂
∂x3
(
h1h2
h3
∂S
∂x3
)]
(A.72)
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Chapitre B
Fonction d’onde relativiste et
stationnaire, pour une particule de
spin 1/2 et de moment cine´tique
orbital ℓ
Dans le cas non relativiste, une particule de spin (s) peut se trouver dans (2s+1) e´tats
diffe´rents, caracte´rise´s par les projections de spin suivantes sz = −s,−s + 1, ..., s− 1,+s.
Pour pouvoir rendre compte de tous ces e´tats, la fonction d’onde d’une telle particule s’e´crit
sous forme d’un spineur a` (2s+ 1) composantes,
ψnr =

 ψ
nr
1
...
ψnr2s+1

 . (B.1)
Cette fonction d’onde peut eˆtre regarde´e, a` un instant donne´, comme une fonction de la
variable spatiale −→r et de la variable de spin s, de sorte qu’elle repre´sente un certain vecteur
d’e´tat |ψnr(t) 〉 appartenant a` l’espace des e´tats ε. Un tel espace est forme´ par le produit
tensoriel suivant :
ε = ε(r) ⊗ ε(s),
ou` ε(r) est l’espace des variables spatiales et ε(s) est l’espace des variables de spin. La
fonction d’onde s’e´crit comme la projection de l’e´tat |ψnr(t)〉 dans une base approprie´e,
ψnr(−→r , s, t) ≡ ψnrs (−→r , t) = 〈 r s|ψnr(t) 〉.
La densite´ de probabilite´ de pre´sence en un point est de´finie comme la somme des modules
au carre´e de toutes les composantes ψnri . Elle s’exprime par la formule :
P (−→r , t) =
2s+1∑
i=1
|ψnri |2.
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Il est clair, ainsi, que la fonction d’onde non relativiste d’une particule de spin 1/2 est
un spineur a` 2 composantes, par contre dans le cas relativiste, il en est tout autrement.
En effet, en the´orie quantique relativiste, la fonction d’onde d’une telle particule ve´rifie
l’e´quation (4.33), dans laquelle figure des matrices d’ordre 4 × 4. Ceci est une preuve que
la fonction d’onde de´crivant la particule de spin 1/2, dans le cas relativiste, est un spineur
a` 4 composantes. Dans ce cas, la fonction d’onde s’e´crit sous la forme condense´e suivante,
ψ =


ψ1
ψ2
ψ3
ψ4

 =
(
ϕ
χ
)
, (B.2)
ou` ϕ et χ sont deux spineurs a` deux composantes, qui de´crivent aussi bien la particule que
l’antiparticule associe´e.
La de´pendance angulaire de l’hamiltonien (4.7), d’une particule sans spin, est exacte-
ment identique a` l’expression du moment cine´tique orbital. Il est donc possible de montrer la
commutation des deux ope´rateurs suivants, [H2,
−→
L 2] = 0. Cette circonstance est exploite´e
dans la de´termination de la partie angulaire de la fonction d’onde d’une particule sans spin
(4.9). Une telle de´pendance est contenue dans des harmoniques sphe´riques d’ordre ℓ, (voir
(4.10)). Comme chacune des quatre composantes du spineur (B.2), de´crivant la particule
de spin 1/2, ve´rifie l’e´quation d’onde correspondante a` une particule de meˆme masse et
de spin 0 (4.7), alors il est naturel de conclure que la de´pendance angulaire du spineur a`
quatre composantes est une certaine combinaison line´aire des harmoniques sphe´riques. En
fait, pour de´terminer la de´pendance angulaire du spineur (B.2), on aura recours a` deux
arguments :
1. La conservation du moment orbital permet de montrer que les deux spineurs ϕ et
χ sont proportionnels a` des spineurs a` deux composantes, forme´s a` partir d’une
certaine combinaison line´aire d’harmoniques sphe´riques et des vecteurs propres des
matrices de Pauli. Ces spineurs sont dits ”spineurs sphe´riques”, et sont note´s Ωj,ℓ,m.
La fonction d’onde ψ s’e´crit, en fonction de ces spineurs sphe´riques, sous la forme
ψ =
(
ϕ ∼ Ωj,ℓ,m
χ ∼ Ωj,ℓ ′ ,m
)
, (B.3)
2. La conservation de la parite´ d’e´tat va permettre de de´terminer le lien entre les deux
spineurs sphe´riques Ωj,ℓ,m et Ωj,ℓ ′ ,m.
Apre`s avoir comple`tement de´termine´ la de´pendance angulaire de la solution, par des
conside´rations de syme´trie, il ne reste qu’a` de´terminer la partie radiale de la solution.
B.1 Spineurs sphe´riques
En supposant un syste`me physique constitue´ de deux parties, en faible interaction et
ayant respectivement des moments cine´tiques
−→
j1 et
−→
j2 , alors conforme´ment au mode`le
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vectoriel d’addition de deux moments cine´tiques1, il est possible de de´terminer le moment
cine´tique total, ainsi que la fonction d’onde du syste`me.
En supposant que les deux parties sont de´crites, respectivement, par les fonctions
d’ondes ψ
(1)
j1m1
, ψ
(2)
j2m2
, alors la fonction d’onde du syste`me total est donne´e par l’expression
suivante [31]
ψJ M = (−1)j1−j2−M
√
2J + 1
+j1∑
m1=−j1
+j2∑
m2=−j2
(
j1 j2 J
m1 m2 −M
)
ψ
(1)
j1m1
ψ
(2)
j2m2
, (B.4)
tel que,
M = m1 +m2 et |j1 − j2| ≤ J ≤ j1 + j2.
Les coefficients du de´veloppement sont les symboles «3j» de Wigner ; ils sont relie´s aux
coefficients de Clebsh-Gordon par la formule suivante [31]
< j1 j2 J M | j1m1 j2m2 >= (−1)j1−j2+M
√
2J + 1
(
j1 j2 J
m1 m2 −M
)
. (B.5)
Rappelons que les coefficients de Clebsh-Gordon sont les e´le´ments de matrice d’une trans-
formation unitaire2, permettant, lors de l’addition de deux moments cine´tiques
−→
j1 et
−→
j2 ,
de passer de la base couple´e { | j1 j2 J M > } a` la base de´couple´e { | j1m1 > ⊗ | j2m2 > }
(ou vis versa).
Pour ce qui nous concerne, on veut de´terminer la fonction d’onde d’une particule de spin
1/2 et de moment orbital ℓ. En conside´rant que le couplage spin-orbite (interaction entre le
spin de la particule et son moment orbital) est ne´gligeable, alors conforme´ment au mode`le
vectoriel d’addition des moments cine´tiques, le moment cine´tique total est J = ℓ ± 1/2.
Dans ce cas, en remplac¸ant dans (B.4) les symboles «3j» correspondants (ou les coefficients
de Clebsh-Gordon), les fonctions d’ondes (non relativistes) d’un tel syste`me s’expriment
comme suit [32] :
Ωℓ+1/2, ℓ, M(θ, φ) =
√
J +M
2J
χ(+1/2) Y
M−1/2
ℓ (θ, φ)
+
√
J −M
2J
χ(−1/2) Y M+1/2ℓ (θ, φ), (B.6)
1Rigoureusement, en ne´gligeant totalement l’interaction, l’e´nergie totale du syste`me est la somme des
e´nergies respectives des deux parties inde´pendantes. De meˆme, le moment cine´tique total est
−→
J =
−→
j1 +
−→
j2
est aussi une constante de mouvement. Le mode`le vectoriel permet de coupler de moments cine´tiques, en
supposant que les carre´s des moments cine´tiques sont invariants. Classiquement, les deux moments
−→
j1 et−→
j2 tournent autour de la direction de
−→
J [31].
2Les transformations unitaires conservent les normes, donc les probabilite´s.
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Ωℓ−1/2, ℓ, M(θ, φ) = −
√
J −M + 1
2J + 2
χ(+1/2) Y
M−1/2
ℓ (θ, φ)
+
√
J +M + 1
2J + 2
χ(−1/2) Y M+1/2ℓ (θ, φ), (B.7)
ou` les spineurs
χ(+1/2) =
(
1
0
)
, (B.8)
χ(−1/2) =
(
0
1
)
, (B.9)
de´crivent la particule dans les e´tats, respectifs, de spin +1/2 et −1/2. Ce sont des vecteurs
propres des matrices de Pauli, relie´s au spin de la particule par la relation,
−→
S = ~
−→σ
2
. (B.10)
De plus, les fonctions de´crivant une particule de moment orbital ℓ sont les harmoniques
sphe´riques. Ils sont de´finis, dans notre cas, par la formule [32] :
Y Mℓ (θ, φ) = (−1)
M+|M|
2 iℓ
√
(2ℓ+ 1)(ℓ− |M |)!
4π(ℓ+ |M |)! P
|M |
ℓ (cos θ) e
iMφ. (B.11)
En tenant compte de (B.8), (B.9) et (B.11), alors les spineurs sphe´riques pour les deux
valeurs de moment cine´tique total J = ℓ± 1/2 s’expriment, finalement sous la forme :
Ωℓ+1/2, ℓ, M(θ, φ) =


√
J +M
2J
Y
M−1/2
ℓ (θ, φ)√
J −M
2J
Y
M+1/2
ℓ (θ, φ)

 , (B.12)
Ωℓ−1/2, ℓ, M(θ, φ) =

 −
√
J −M + 1
2J + 2
Y
M−1/2
ℓ (θ, φ)√
J +M + 1
2J + 2
Y
M+1/2
ℓ (θ, φ)

 . (B.13)
Ces spineurs sphe´riques sont normalise´s par la condition [31],∫ π
0
sin θ dθ
∫ 2π
0
dφ Ω∗J ℓM ΩJ ′ ℓ′ M ′ = δJ J ′ δℓ ℓ′ δMM ′ (B.14)
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B.2 Parite´ d’e´tat
Les lois de conservation permettent de simplifier conside´rablement les proble`mes phy-
siques. Classiquement, l’homoge´ne´ite´ et l’isotropie et de l’espace, impliquent respective-
ment l’invariance de l’hamiltonien sous une translation et une rotation quelconque du
syste`me. Ceci conduit a` la conservation de l’impulsion et du moment cine´tique. De fac¸on
plus ge´ne´rale, selon le the´ore`me de Noether, chaque fois que le lagrangien du syste`me phy-
sique est invariant sous une transformation d’un parame`tre continu, alors il est possible de
retrouver une grandeur conserve´e, associe´e a` cette transformation continue de syme´trie.
En me´canique quantique, il est possible de ge´ne´raliser le the´ore`me pre´ce´dent, pour les
transformations continues de syme´trie. Il existe, en plus, des transformations discre`tes,
sous lesquelles l’hamiltonien du syste`me reste invariant.
L’inversion de l’espace est une transformation qui se traduit par le changement simul-
tane´ des signes de toutes les coordonne´es,
−→r −→ −−→r .
Il est a` noter que cette transformation discre`te laisse invariant l’hamiltonien d’un syste`me
ferme´ ou soumis a` un champ central syme´trique [31], et que classiquement, elle n’aboutit
a` aucune lois de conservation. Par contre en me´canique quantique, la grandeur qui se
conserve dans ce cas est la parite´ d’e´tat.
Soit Π l’ope´rateur d’inversion spatiale, ou simplement ope´rateur parite´. Son action
sur une fonction quelconque des coordonne´es, particulie`rement sur la fonction d’onde, est
donne´e par la de´finition suivante,
Π ψ(−→r1 ,−→r2 , ...,−→rn) = ψ(−−→−r1,−−→−r2, ...,−−→−rn). (B.15)
L’invariance de l’hamiltonien sous l’action de l’ope´rateur parite´ Π se traduit par la relation
de commutation,
[H,Π] = 0.
Les valeurs propres de l’ope´rateur parite´ sont de´termine´es par le biais de l’e´quation aux
valeurs propres suivante,
Π ψ = λ ψ.
L’application deux fois de l’ope´rateur Π sur une fonction quelconque e´quivaut a` l’applica-
tion de la transformation d’identite´, ce qui conduit a` deux valeurs propres possibles,
λ = ±1.
Donc, les fonctions propres de l’ope´rateur parite´ sont, ou bien inchange´es, «e´tat pair», ou
bien elles changent de signe, «e´tat impair». Un syste`me physique, ferme´ ou soumis a` un
champ central syme´trique, conserve sa parite´ (valeur propre) au cours du temps.
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De´terminons la parite´ d’e´tat d’une particule de moment cine´tique ℓ. L’inversion d’espace
se traduit, en coordonne´es carte´siennes, par la transformation :

x −→ −x,
y −→ −y,
z −→ −z.
(B.16)
En coordonne´es sphe´riques, cette transformation s’exprime comme suit :

r −→ r,
θ −→ π − θ,
φ −→ π + φ.
(B.17)
Dans le but de de´terminer la parite´ d’une particule de moment cine´tique ℓ, appliquons
la transformation pre´ce´dente (B.17) sur la fonction d’onde de´crivant une telle particule.
Celle-ci peut se mettre sous la forme a` variables se´pare´es suivante
ψ(r, θ, φ) = G(r) Y Mℓ (θ, φ). (B.18)
Comme la partie radiale G(r) est invariante sous parite´, alors l’action de l’ope´rateur Π sur
la fonction d’onde ψ se re´duit a` son action sur l’harmonique sphe´rique d’ordre ℓ. En effet,
Π
(
G(r) Y Mℓ (θ, φ)
)
= G(r) Π Y Mℓ (θ, φ).
En tenant compte de (B.17), alors on peut e´crire,
Π Y Mℓ (θ, φ) = Y
M
ℓ (π − θ, π + φ).
Conforme´ment a` (B.11), il est clair l’harmonique sphe´rique d’ordre ℓ est forme´e a` partir
d’un polynoˆme de Legendre de 2eme espe`ce P
|M |
ℓ (cos θ) et d’une exponentielle e
iMφ,
Y Mℓ (θ, φ) ∼ P |M |ℓ (cos θ) eiMφ. (B.19)
Chacune des deux parties de l’harmonique sphe´rique se transforme, d’apre`s (B.17), comme
suit :{
φ −→ π + φ ⇒ eiMφ −→ (−1)MeiMφ,
θ −→ π − θ ⇒ PMℓ (cos θ) −→ PMℓ (− cos θ) = (−1)ℓ−MPMℓ (cos θ),
(B.20)
de sorte que l’harmonique sphe´rique se transforme finalement sous l’action de l’ope´rateur
parite´ conforme´ment a` l’expression suivante,
Π Y Mℓ (θ, φ) = (−1)ℓ Y Mℓ (θ, φ). (B.21)
En remplac¸ant (B.21) dans (B.18), on aboutit a` une e´quation aux valeurs propres :
Π ψ(r, θ, φ) = (−1)ℓ ψ(r, θ, φ).
La valeur propre associe´e a` la fonction propre ψ(r, θ, φ) est (−1)ℓ. C’est la parite´ de l’e´tat
d’une particule de moment cine´tique orbital ℓ.
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B.3 Fonction d’onde des e´tats stationnaires d’une par-
ticule de spin 1/2 et de moment cine´tique orbital
ℓ, dans le cas relativiste
Rappelons qu’on a e´tablit que la fonction d’onde relativiste ψ, d’une particule de mo-
ment cine´tique orbital ℓ et de spin 1/2, est un spineur a` 4 composantes. La conservation
du moment cine´tique nous a permis de conclure que la partie angulaire d’un tel spineur
est contenue dans des spineurs sphe´riques. Rappelons que ψ est de la forme,
ψ =
(
ϕ ∼ Ωj, ℓ,m
χ ∼ Ωj, ℓ ′ ,m
)
. (B.22)
Pour de´finir comple`tement la de´pendance angulaire de ce spineur, il reste a` de´terminer le
lien qui existe entre les deux spineurs sphe´riques Ωj, ℓ,m et Ωj, ℓ ′ ,m. Pour se faire, il faut,
dans un premier temps e´tablir la relation qui existe entre ℓ et ℓ
′
, ensuite montrer que les
spineurs sphe´riques figurant dans (B.22) sont proportionnels (relie´s par (4.45)).
B.3.1 Relation entre ℓ et ℓ
′
Pour de´terminer la relation entre les moments cine´tiques ℓ et ℓ
′
, la conservation de la
parite´ de l’e´tat est exploite´e. En effet, en appliquant sur le spineur ψ de´fini par (B.22)
l’ope´rateur parite´ Π, celui-ci va agir sur les deux spineurs sphe´riques. Pour que l’e´tat ait
une parite´ bien de´termine´e, il faut que sous l’action de l’ope´rateur parite´ Π, toutes les
composantes soient multiplie´es par un meˆme facteur [32].
Dans la repre´sentation standard, l’inversion spatiale agit sur les deux composantes ϕ
et χ d’un spineur a` 4 composantes, conforme´ment aux relations [32]
Π : ϕ(−→r ) −→ iϕ(−−→r ), χ(−→r ) −→ −iχ(−−→r ).
D’autre part, pour pouvoir e´crire les e´quations pre´ce´dentes sous forme d’e´quations aux
valeurs propres, on exploite l’action de l’ope´rateur parite´ sur la partie angulaire des spineurs
ϕ et χ. La partie angulaire de ϕ est un spineur sphe´rique,{
ϕ ∼ Ωj, ℓ,m,
ℓ = j ± 1/2, (B.23)
L’action de l’ope´rateur parite´ sur un spineur sphe´rique se de´duit de son action sur les
harmoniques sphe´riques [32]. En effet,
Π : Ωj, ℓ,m(θ, φ) = Ωj, ℓ,m(
−→n ) −→ Ωj, ℓ,m(π − θ, π + φ) = Ωj, ℓ,m(−−→n )
= (−1)ℓ Ωj, ℓ,m(−→n ).
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Finalement, on peut re´sumer les e´tapes pre´ce´dentes, pour la composante ϕ, comme suit :
Π : ϕ(−→r ) −→ i ϕ(−→−r) ∼ i Ωj, ℓ,m(−−→n )
∼ i(−1)ℓ Ωj, ℓ,m(−→n )
= i(−1)ℓ ϕ(−→r ), (B.24)
autrement dit,
Π ϕ(−→r ) = i(−1)ℓ ϕ(−→r ).
On refait la meˆme proce´dure pour la composante χ. En effet,
Π : χ(−→r ) −→ −i χ(−→−r) ∼ −i Ωj, ℓ ′ ,m(−−→n )
∼ −i(−1)ℓ
′
Ωj, ℓ ′ ,m(
−→n )
= −i(−1)ℓ
′
χ(−→r ), (B.25)
autrement dit,
Π χ(−→r ) = −i(−1)ℓ ′χ(−→r ).
La conservation de la parite´ d’e´tat de ψ impose que sous l’action de l’ope´rateur Π, les
composantes ϕ et χ soient multiplie´es par un meˆme facteur, soit :
i(−1)ℓ = −i(−1)ℓ
′
⇒ eiπ(ℓ−ℓ
′
) = eiπ
⇒ π(ℓ− ℓ ′) = π + 2kπ, tq : k = 0,±1,±2, ...(B.26)
pour k = 0 ⇒ ℓ− ℓ ′ = 1, on retrouve le cas : ℓ = j + 1/2 et ℓ ′ = j − 1/2.
pour k = −1 ⇒ ℓ− ℓ ′ = −1, on retrouve le cas : ℓ = j − 1/2 et ℓ ′ = j + 1/2.
Il est possible de re´unir les deux e´critures pre´ce´dentes par la relation condense´e,
ℓ
′
= 2j − ℓ.
B.3.2 Relation entre Ωj, ℓ,m et Ωj, ℓ ′ ,m
A` pre´sent, exprimons le spineur sphe´rique Ωj, ℓ ′ ,m en fonction de Ωj, ℓ,m. Montrons qu’ils
sont relie´s par la relation,
Ωj, ℓ ′ , m = i
ℓ−ℓ
′
(
−→σ .
−→r
r
)
Ωj, ℓ,m. (B.27)
Mais avant de le faire, attirons l’attention sur le fait que le coefficient iℓ−ℓ
′
apparaˆıt dans
l’e´quation pre´ce´dente du fait qu’on a utilise´ une base standard «re´elle» du moment cine´tique
orbital [35],
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Y mℓ (θ, φ) = i
ℓ ymℓ (θ, φ), (B.28)
Y m
ℓ ′
(θ, φ) = iℓ
′
ym
ℓ ′
(θ, φ), (B.29)
tel que [36],
ymℓ (θ, φ) = (−1)m
√
(2ℓ+ 1)(ℓ−m)!
4π (ℓ+m)!
Pmℓ (cos θ) e
imφ, m ≥ 0,
ymℓ (θ, φ) =
√
(2ℓ+ 1)(ℓ−m)!
4π (ℓ+m)!
P
|m|
ℓ (cos θ) e
imφ, m < 0.
a. Premier cas ℓ = j − 1/2, ℓ ′ = j + 1/2 (ℓ ′ = ℓ+ 1)
La preuve est base´e sur un calcul explicite des deux membres de l’e´quation (B.27) et
une utilisation des proprie´te´s des harmoniques sphe´riques. En effet, le premier membre
s’e´crit,
Ωj, ℓ ′ ,m = Ωℓ ′−1/2, ℓ ′ ,m.
En utilisant la de´finition (B.13), alors
Ωj, ℓ ′ , m = −
√
(ℓ
′ − 1/2)−m+ 1
2(ℓ ′ − 1/2) + 2 Y
m−1/2
ℓ ′
(θ, φ) χ(+1/2)
+
√
(ℓ
′ − 1/2) +m+ 1
2(ℓ ′ − 1/2) + 2 Y
m+1/2
ℓ ′
(θ, φ) χ(−1/2)
= −
√
ℓ
′ −m+ 1/2
2ℓ ′ + 1
Y
m−1/2
ℓ ′
(θ, φ) χ(+1/2) +
√
ℓ
′
+m+ 1/2
2ℓ ′ + 1
Y
m+1/2
ℓ ′
(θ, φ) χ(−1/2)
= −
√
ℓ−m+ 3/2
2ℓ+ 3
Y
m−1/2
ℓ+1 (θ, φ) χ(+1/2) +
√
ℓ+m+ 3/2
2ℓ+ 3
Y
m+1/2
ℓ+1 (θ, φ) χ(−1/2).
Donc, finalement, le premier membre de l’e´quation (B.27) s’e´crit sous la forme,
Ωj, ℓ ′ ,m =

 −
√
ℓ−m+ 3/2
2ℓ+ 3
Y
m−1/2
ℓ+1 (θ, φ)√
ℓ+m+ 3/2
2ℓ+ 3
Y
m+1/2
ℓ+1 (θ, φ)

 . (B.30)
Exprimons, ensuite, le second membre de l’e´quation (B.27). Pour se faire, rappelons que
le vecteur unitaire, repe´re´ par les deux angles θ et φ, s’exprime sous forme
−→r /r = sin θ cosφ −→e1 + sin θ sinφ −→e2 + cos θ −→e3 =
3∑
i=1
ni
−→ei . (B.31)
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En utilisant la relation pre´ce´dente et les de´finitions des matrices de Pauli (4.31), il est
possible d’exprimer la projection de l’ope´rateur −→σ sur la direction repe´re´e par (θ, φ). En
effet, (
−→σ .
−→r
r
)
=
(
n3 n1 − in2
n1 + in2 −n3
)
=
(
cos θ sin θ e−iφ
sin θ eiφ − cos θ
)
. (B.32)
pour de´terminer l’action de l’ope´rateur pre´ce´dent sur un spineur sphe´rique, il faut calculer
son action sur les spineurs χ(±1/2). En effet,(
−→σ .
−→r
r
)
χ(+1/2) =
(
cos θ sin θ e−iφ
sin θ eiφ − cos θ
)(
1
0
)
=
(
cos θ
sin θ eiφ
)
, (B.33)(
−→σ .
−→r
r
)
χ(−1/2) =
(
cos θ sin θ e−iφ
sin θ eiφ − cos θ
)(
0
1
)
=
(
sin θ e−iφ
cos θ
)
. (B.34)
Ainsi, d’apre`s (B.12), le second membre de l’e´quation (B.27) s’e´crit come suit :
iℓ−ℓ
′
(
−→σ .
−→r
r
)
Ωj, ℓ,m = i
ℓ−ℓ
′
(
−→σ .
−→r
r
)
Ωℓ+1/2, ℓ,m
= iℓ−ℓ
′︸︷︷︸
(−i)
(
−→σ .
−→r
r
) [√
ℓ+m+ 1/2
2ℓ+ 1
Y
m−1/2
ℓ (θ, φ) χ(+1/2)
+
√
ℓ−m+ 1/2
2ℓ+ 1
Y
m+1/2
ℓ (θ, φ) χ(−1/2)
]
.
(B.35)
En utilisant (B.33) et (B.34), finalement
iℓ−ℓ
′
(
−→σ .
−→r
r
)
Ωj, ℓ,m =
(−i)


√
ℓ+m+ 1/2
2ℓ+ 1
cos θ Y
m−1/2
ℓ (θ, φ) +
√
ℓ−m+ 1/2
2ℓ+ 1
sin θ e−iφY
m+1/2
ℓ (θ, φ)√
ℓ+m+ 1/2
2ℓ+ 1
sin θ eiφ Y
m+1/2
ℓ (θ, φ)−
√
ℓ−m+ 1/2
2ℓ+ 1
cos θ Y
m+1/2
ℓ (θ, φ)

 .
(B.36)
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Pour montrer que les deux spineurs (B.30) et (B.36) sont identiques, on a recours aux
proprie´te´s suivantes des harmoniques sphe´riques [36] :
cos θ ymℓ (θ, φ) =
√
(ℓ+m+ 1)(ℓ−m+ 1)
(2ℓ+ 1)(2ℓ+ 3)
ymℓ+1(θ, φ)
+
√
(ℓ+m)(ℓ−m)
(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1) y
m
ℓ−1(θ, φ), (B.37)
eiφ sin θ ymℓ (θ, φ) = −
√
(ℓ+m+ 1)(ℓ+m+ 2)
(2ℓ+ 1)(2ℓ+ 3)
ym+1ℓ+1 (θ, φ)
+
√
(ℓ−m)(ℓ−m− 2)
(2ℓ+ 1)(2ℓ+ 3)
ym+1ℓ−1 (θ, φ), (B.38)
e−iφ sin θ ymℓ (θ, φ) =
√
(ℓ−m+ 1)(ℓ−m+ 2)
(2ℓ+ 1)(2ℓ+ 3)
ym−1ℓ+1 (θ, φ)
−
√
(ℓ+m)(ℓ +m− 1)
(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1) y
m−1
ℓ−1 (θ, φ). (B.39)
En utilisant la base standard «re´elle» du moment cine´tique orbital, les expressions pre´ce´dentes
s’e´crivent comme suit :
cos θ Y mℓ (θ, φ) = −i
[ √
(ℓ+m+ 1)(ℓ−m+ 1)
(2ℓ+ 1)(2ℓ+ 3)
Y mℓ+1(θ, φ)
+
√
(ℓ+m)(ℓ−m)
(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1) Y
m
ℓ−1(θ, φ)
]
, (B.40)
eiφ sin θ Y mℓ (θ, φ) = −i
[
−
√
(ℓ+m+ 1)(ℓ+m+ 2)
(2ℓ+ 1)(2ℓ+ 3)
Y m+1ℓ+1 (θ, φ)
+
√
(ℓ−m)(ℓ−m− 2)
(2ℓ+ 1)(2ℓ+ 3)
Y m+1ℓ−1 (θ, φ)
]
, (B.41)
e−iφ sin θ Y mℓ (θ, φ) = −i
[ √
(ℓ−m+ 1)(ℓ−m+ 2)
(2ℓ+ 1)(2ℓ+ 3)
Y m−1ℓ+1 (θ, φ)
−
√
(ℓ+m)(ℓ+m− 1)
(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1) Y
m−1
ℓ−1 (θ, φ)
]
, (B.42)
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Conforme´ment a` (B.40) et (B.42), la premie`re composantes du spineur (B.36) s’e´crit
comme suit :
(−i)
[ √
ℓ+m+ 1/2
2ℓ+ 1
cos θ Y
m−1/2
ℓ (θ, φ) +
√
ℓ−m+ 1/2
2ℓ+ 1
sin θ e−iφY
m+1/2
ℓ (θ, φ)
]
= (−i)× (−i)︸ ︷︷ ︸
−1
√
ℓ+m+ 1/2
2ℓ+ 1
[ √
(ℓ+m+ 1/2)(ℓ−m+ 3/2)
(2ℓ+ 1)(2ℓ+ 3)
Y
m−1/2
ℓ+1 (θ, φ)
+
√
(ℓ+m− 1/2)(ℓ−m+ 1/2)
(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1) Y
m−1/2
ℓ−1 (θ, φ)
]
+
√
ℓ−m+ 1/2
2ℓ+ 1
[ √
(ℓ−m+ 1/2)(ℓ−m+ 3/2)
(2ℓ+ 1)(2ℓ+ 3)
Y
m−1/2
ℓ+1 (θ, φ)
−
√
(ℓ+m+ 1/2)(ℓ+m− 1/2)
(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1) Y
m−1/2
ℓ−1 (θ, φ)
]
= −
{ √
ℓ−m+ 3/2
2ℓ+ 3
[
(ℓ+m+ 1/2) + (ℓ−m+ 1/2)
2ℓ+ 1
] }
Y
m−1/2
ℓ+1 (θ, φ)
= −
√
ℓ−m+ 3/2
2ℓ+ 3
Y
m−1/2
ℓ+1 (θ, φ), (B.43)
il est clair qu’une telle composante est identique a` la premie`re composante du spineur
(B.30).
La prochaine e´tape consiste a` refaire la meˆme proce´dure pour comparer les deuxie`mes
composantes des spineurs (B.30) et (B.36). En effet, conforme´ment a` (B.41) et (B.40), la
deuxie`me composante du spineur (B.36) s’e´crit comme suit :
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(−i)
[ √
ℓ+m+ 1/2
2ℓ+ 1
sin θ eiφ Y
m−1/2
ℓ (θ, φ) −
√
ℓ−m+ 1/2
2ℓ+ 1
cos θ Y
m+1/2
ℓ (θ, φ)
]
= (−i)× (−i)︸ ︷︷ ︸
−1
√
ℓ+m+ 1/2
2ℓ+ 1
[
−
√
(ℓ+m+ 1/2)(ℓ+m+ 3/2)
(2ℓ+ 1)(2ℓ+ 3)
Y
m+1/2
ℓ+1 (θ, φ)
+
√
(ℓ−m+ 1/2)(ℓ−m− 1/2)
(2ℓ+ 1)(2ℓ+ 3)
Y
m+1/2
ℓ−1 (θ, φ)
]
−
√
ℓ−m+ 1/2
2ℓ+ 1
[ √
(ℓ+m+ 3/2)(ℓ−m+ 1/2)
(2ℓ+ 1)(2ℓ+ 3)
Y
m+1/2
ℓ+1 (θ, φ)
+
√
(ℓ+m+ 1/2)(ℓ−m− 1/2)
(2ℓ+ 1)(2ℓ− 1) Y
m+1/2
ℓ−1 (θ, φ)
]
= −
{
−
√
ℓ +m+ 3/2
2ℓ+ 3
[
(ℓ+m+ 1/2) + (ℓ−m+ 1/2)
2ℓ+ 1
] }
Y
m+1/2
ℓ+1 (θ, φ)
=
√
ℓ+m+ 3/2
2ℓ+ 3
Y
m+1/2
ℓ+1 (θ, φ), (B.44)
De meˆme, il est clair qu’une telle composante est identique a` la deuxie`me composante du
spineur (B.30). On est en mesure de conclure que dans le cas ou` ℓ = j − 1/2, ℓ ′ = j + 1/2,
les deux spineurs Ωj, ℓ,m et Ωj, ℓ ′ , m sont relie´s par la formule,
Ωj, ℓ ′ , m = i
ℓ−ℓ
′
(
−→σ .
−→r
r
) (
Ωj, ℓ,m
)
b. Deuxie`me cas ℓ = j + 1/2, ℓ
′
= j − 1/2 (ℓ ′ = ℓ− 1)
Des calculs similaires a` ceux effectue´s dans le cas pre´ce´dent permettent de ve´rifier aussi
la relation (B.27), ce qui ache`ve la de´monstration.
Apre`s avoir comple`tement de´termine´ la partie angulaire de la solution, il ne reste que
l’e´valuation de la partie radiale (Voir (chapitre 4)). La solution peut s’e´crire sous la forme
suivante [32],
ψ =
(
ϕ
χ
)
=
(
f(r) Ωj ℓm
(−1) 1+ℓ−ℓ
′
2 g(r) Ωj ℓ ′ m
)
, (B.45)
tel que f(r) et g(r) sont deux fonctions radiales a` de´terminer.
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